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Forord

Boken ger en introduktion till matematiska modeller och metoder
for produktionsplanering i elkraft- och fjarrvarmesystem. Malgruppen
ar personer med erfarenhet av tekniska berdkningar men utan storre
kunskap i matematisk optimering.
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Kapitel 1

Inledning

Dagens sambhélle stéiller hoga krav pa effektivitet. Detta géller i hogsta
grad i energibranschen dar ett effektivt utnyttjande av produktions-
anldggningarna &r onskvart. Dagens sambhélle, eller snarare dagens
moderna teknik, skapar dven forutsattningar for att uppna detta. Snab-
bare, billigare och mer lattanvinda datorer ger idag ovarderlig hjalp
vid beslutsfattande och i planeringsarbeten. En forutsattning &r dock
att erforderlig programvara finns tillginglig, dvs programvara i form
av matematiska modeller som beskriver problematiken och algoritmer
som utfor berdkningsarbetet. Denna typ av planeringsarbete dar man
tar hjilp fran matematiken bendmns operationsanalys (eng. Opera-
tions Research). Omradet operationsanalys beskrivs i Kapitel 2.

I ett elkraftsystem finns elproducerande anléggningar och i ett fjarr-
varmesystem finns anlidggningar for varmeproduktion. Med kraftvér-
mesystem avses system som innefattar anldggningar for bade el- och
varmeproduktion. Produktionsplaneringen kan goras over olika tids-
horisonter. Med langtidsplanering (eng. long-term planning) menas
normalt planering for ett ar eller lingre och med mellanlang planering
(eng. mid-term planning) avses planering 6ver en tidshorisont pa runt
en manad. Korttidsplanering (eng. short-term planning) &r planering
for den narmaste veckan.

Beroende pa vilken tidshorisont man beaktar ar olika fragestallning-
ar mer eller mindre relevanta. Nar det géller langtidsplanering &r hu-
vudsyftet att uppskatta hur stor mangd av varje bransle som kom-
mer att forbrukas. Den mellanlanga planeringen motiveras bl.a. av att
vissa skatter avriknas pa manadsbasis. Aven planering av brinslelager
kréver en planeringshorisont pa atminstone nagra veckor. Huvudsyftet
med korttidsplaneringen ar att bestdmma nér de olika produktionsen-
heterna ska startas och stoppas.

Om man med datorns hjélp vill planera produktionen krévs att
man kan beskriva processen med matematiska formler. Storheter och
samband som ofta anvénds presenteras i Kapitel 3. Man skiljer mel-
lan fysikaliska modeller och black-box-modeller. I en fysikalisk modell
forsoker man beskriva alla fysikaliska samband som de ser ut i verk-



ligheten, dvs varje parameter i modellen har en fysikalisk motsvarighet
i den verkliga processen. I en black-box-modell behandlar man den
fysikaliska processen som en ”svart lada”. Man forscker har hitta ett
matematiskt uttryck som beskriver hur systemets ”insignaler” paverkar
systemets "utsignaler”. Parametrarna i en sadan modell har inga mot-
svarigheter i den verkliga processen.

Produktionsplanering av el och varme gar normalt till pa sa satt
att man forst konstruerar en lastprognos, och sedan, givet lastprog-
nosen, konstruerar en produktionsplan. For detta behovs tva typer
av modeller: en lastprognosmodell och en planeringsmodell. Lastprog-
nosmodellen &r oftast en black-box-modell medan planeringsmodellen
normalt ar byggd som en fysikalisk modell.

Tva engelska bendmningar som ofta féorekommer i dessa samman-
hang ar ”the Unit Commitment Problem” och ”the Economic Dis-
patch Problem”. ”Unit Commitment”-problemet avser problemet att
bestamma nar de olika produktionsenheterna ska startas och stoppas
och "Economic Dispatch”-problemet avser problemet att bestamma
enheternas produktionsnivaer givet vilka enheter som ar i och ur drift.
Modeller och metoder for de tva problemtyperna diskuteras i Kapitel
4 - 9. Lastprognosmodeller presenteras i Kapitel 10 och 11.

Modellerna och berdkningsalgoritmerna programmeras som dator-
program. Nagra olika programmeringssprak presenteras i Kapitel 12.
I Kapitel 13 listas slutligen ett antal referenser.



Kapitel 2

Operationsanalys

Operationsanalysen har sitt ursprung i den militara verksamhet som
bedrevs under andra vérldskriget dar ett effektivt utnyttjande av knap-
pa resurser var av livsavgérande betydelse. Idag har operationsanalys
kommit att forknippas med ekonomisk planering trots att samma met-
oder kan anvéndas for i stort sett alla former av planeringsarbete.

Det centrala inom operationsanalysen ar att nagon form av optimer-
ingsberdkning utférs, dvs man berdknar fram den handlingsplan som
minimerar eller maximerar en storhet, t.ex. kostnad eller tidsatgang,
givet att de villkor som beskriver processen ar uppfyllda. En annan
bendmning som anvénds dr matematisk programmering (eng. Mathe-
matical Programming). Grénsdragningen mellan begreppen &r oskarp
men en av manga anvand skiljelinje &r att matematisk programmering
innefattar optimering rent allmént medan operationsanalys innefattar
just olika typer av planeringsarbeten.

Innan beridkningsarbetet kan utféras maste fragestallningen formu-
leras matematiskt, dvs man maste bygga en matematisk modell av
den verkliga processen. Vilka forenklingar av verkligheten som bor
goras i modellen maste bedémas genom att vaga onskad noggrannhet
i det slutliga resultatet mot berdkningstider fér den algoritm som ska
anvandas. Manga ganger ar det omojligt att gora en exakt modell,
processen ar helt enkelt sa komplex att den inte gar att beskriva i
detalj pa ett praktiskt anvandbart sétt.

Ett optimeringsproblem skrivs generellt som:

min [f(2) o
st. x €.
Funktionen f(x) &r problemets objektfunktion. Vektorn x bestar av
problemets beslutsvariabler, dvs de storheter som efterfragas.  ar
méngden av tillatna 16sningar. Forkortningen s.t. star for ”subject
to” vilket ar engelska och betyder "med héansyn till”. Problemet ar
formulerat som ett minimeringsproblem (min). Optimeringsproblemet
ska utlasas som: hitta den vektor x som finns i mangden € och som



ger lagst varde pa f(x). Ett maximeringsproblem formuleras analogt
men med forkortningen ”max” istéllet for ”min”.

Normalt beskrivs det tillatna omradet €2 med ett antal funktioner, sa
kallade bivillkor. Dessa kan vara bade likhetsbivillkor, g;(x) =0, j =
1,...,me, och olikhetsbivillkor, hj(z) < 0, j = 1,...,m;. En alternativ
formulering av det generella optimeringsproblemet blir darmed:

min [f(z)
st. gij(x)=0, j=1,...,m (2.2)
h](x) < 07 J = 17 , M.

Beslutsvariablerna kan vara av typen kontinuerliga variabler eller
heltalsvariabler. Kontinuerliga variabler kan anta decimalvarden med-
an heltalsvariabler enbart kan anta heltalsviarden. Heltalsvariabler som
enbart tillats anta vardena noll eller ett kallas bindra variabler.

Om objektfunktionen f(z) och alla funktioner som beskriver det
tillatna omradet € &r linjara sdger vi att problemet ar linjart. Om
nagon av dessa funktioner ar ickelinjir sager vi att problemet ar icke-
linjart.

Problem som enbart innefattar heltalsvariabler, dvs problem utan
kontinuerliga variabler, kallas heltalsoptimeringsproblem. Om prob-
lemet innefattar bade kontinuerliga variabler och heltalsvariabler talar
vi om blandad heltalsoptimering.

Man skiljer d&ven mellan deterministiska och stokastiska problem. I
ett deterministiskt problem antas alla problemparametrar vara kdnda
exakt medan man i ett stokastiskt problem later parametrarna tillhora
en given sannolikhetsférdelning.

Om processen som ska modelleras ar ickelinjar men man av nagon
anledning vill eller 4r tvungen att formulera optimeringsproblemet som
linjért finns mojligheten att beskriva de ickelinjéra funktionerna som
styckvis linjara. Detta kan goras enligt foljande. Lat J vara antalet
linjéra segment pa den styckvis linjara funktionen y = f(z). Lat de
bindra variablerna w;j, j = 1,...,J, indikera vilket segment som é&r
aktuellt. Definiera dven de kontinuerliga variablerna z;, j = 1,...,J.
Segment j beskrivs av parametrarna a; och ;. Segmentindelningen
ges av parametrarna z;, j = 0,...,J. Parametrarna ar valda sa att
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funktionen f(z) &r sammanhéngande. Bivillkoren

J
> w=1, (2.3)
j=1

och
fj,luj < Zj < iAIEjUj, ] = 1, ceey J, (2.4)

styr vilket segment som &r aktuellt. Denna konstruktion med (2.3)
och (2.4) medfor att endast en av variablerna x; blir skilld fran noll.
Resulterande = och y ges fran

J
x :Z xj (2.5)
j=1
respektive

J
y=>_ (o + Bu;). (2.6)

J=1

2.1 Litteratur

Det finns atskilligt med litteratur inom omradena operationsanalys
och matematisk programmering. En bok som ofta anvénds i intro-
ducerande kurser ar ”Introduction to Mathematical Programming -
Applications and Algorithms” av Winston [Win95]. Mer ingaende pre-
sentationer av respektive delomraden gors i: linjar optimering [BeT97],
heltalsoptimering [Wol98], ickelinjar optimering [Fle87] och stokastisk
optimering [BiL97].






Kapitel 3

Modellering av energisystem

I detta kapitel presenteras matematiska storheter och samband som
anvands i modeller for produktionsplanering. Om inte annat anges sa
géller definitionerna genomgaende i dokumentet.

3.1 Basmodeller

Att bygga en matematisk produktionsplaneringsmodell innebér att
man beskriver det aktuella systemet med ett optimeringsproblem. Ob-
jektfunktionen representerar normalt systemets totala driftskostnad.
Det man héar vill astadkomma dr att hitta den mest ekonomiska pro-
duktionsplanen givet att man uppfyller atagandet att producera en
viss méngd el och/eller virme. Man kan dven ténka sig att lata ob-
jektfunktionen beskriva systemets paverkan pa miljon. Produktions-
planeringen syftar da till att minimera méngden fororenande utslapp.

Vi inleder har med att illustrera tekniken att modellera med tva en-
kla produktionsplaneringsmodeller: ett ”Unit Commitment”-problem
for elproduktion:

I K I K
min | 3 3 (airpik + Bigtik) + 2 2 VikVik
PV | i —1k=1 i=1k=1

K

st. > Pik=DiD
k=1

P, Wik < Dik < Dj Uik (3.1)
i1k — Wik + Vig =0

uO,k — u7i€mt

Ui | € {O, 1}

Uik € {O, 1},



och ett "Economic Dispatch”-problem for varmeproduktion:

I K I
quien [Z > (a?,k(qi,k)z + Oéz-l,k%',k + 04%) + 2 ais(as)?
’ 1=1k=1 =1

K
st. > Gik+4is=a¢DnD
k=1

€, = €i—-1,5 — ¢S
9p < Gk = ik
45 S %S =TS
€5 < €5 < €s
€0,8 = €98

€r,s = €rs-

(3.2)

Den tidshorisont som beaktas delas upp i ett antal tidsintervall.
Antalet intervall betecknas med bokstaven 1. Tidsintervallen kan vara
av varierande ldngd men precis som i problem (3.1) och (3.2) &r det
vanligt att man later samtliga intervall vara en timme langa. Antalet
produktionsenheter i respektive system betecknas med bokstaven K.
Varmesystemet innefattar dven en ackumulatortank, hér betecknad
med index S.

Problemen innefattar féljande variabler:

® p; 1 : producerad el i enhet k£ under tidsintervall ¢ (kontinuerlig
variabel).

e ¢; 1 : producerad viarme i enhet k under tidsintervall ¢ (kontin-
uerlig variabel).

® ¢; 5 : uttagen effekt fran ackumulatortanken under tidsintervall
i (kontinuerlig variabel). Vid urladdning &r ¢; ¢ positiv och vid
laddning negativ.

e ¢; 5 :energimingd i ackumulatortanken vid slutet av tidsintervall
i (kontinuerlig variabel).

® u; ) : bindr variabel som indikerar om enhet £ under tidsintervall
i ar i drift (u; = 1) eller ur drift (u; = 0).

® v; . : bindr variabel som indikerar om enhet k under tidsintervall
i startas (v;, = 1) eller inte startas (v, = 0).
8



De enskilda variablerna &r samlade i vektorerna py = (p1k, ..., P1.k)s

p= P, PK), @k = (@1 ks - A1 k), 45 = (@18, - q1,5), ¢ = (@1, - Gk s
qs), e = (€0,s,.-ers), Uk = (Uok,--Urk), U = (UL, ..., UK), Vf =
(Viks -, Vk) OCh v = (v1,...,VE).

Problemen innefattar en mangd olika bivillkor. I bada problemen
finns behovsvillkor som maste uppfyllas. I elproblemet skrivs detta
som

K
Z Pik = Di,D, (3.3)
k=1

och i varmeproblemet som

K
>tk + ¢is = D, (3.4)
k=1

dar p; p ar elbehovet i tidsintervall ¢ och ¢; p ar varmebehovet i tidsin-
tervall <.

Det finns krav pa produktionsnivaerna, hér beskrivet som enkla
granser for motsvarande variabel:

P; Uik < Pik < DigUik (3.5)
och
95 S Gk < i (3.6)

Parametrarna p , (g, ,) och p; (g; ;) beskriver undre respektive Gvre

grans for produktionen. Observera att om u; ;, = 01 (3.5) sa blir p; ,, =
0. Med u; ;, = 1 erhalls motsvarande relation som i (3.6).

Ackumulatortanken i varmeproblemet beskrivs med en energibal-
ansekvation:

€S = €i—1,5 — 4;,S- (3.7)
Laddnings och energinivan begrinsas av

Qi’s < qi,S < qi,s (3.8)

och
€5 < €,35<€g5. (3.9)

Man antar dven att initialt och slutligt energiinnehall ar ként:

€0,5 = €05 (3.10)
9



och
ers =¢€rg- (3.11)

Aven initial enhetsuppsittning i problem (3.1) antas vara kéind:

uo e = up™, (3.12)
dar parametern uzmt ar lika med noll om enhet k ar ur drift vid tidsho-
risontens borjan och lika med ett om den ar i drift. Normalt skrivs inte
(3.12) ut explicit i problemet utan det &r underforstatt att villkoret
galler.

For att modellera startkostnader i problem (3.1) krévs logiska vil-
lkor:

Ui—1k — Uik T Vi = 0. (3.13)

Startkostnaden ges av
S = i kY g (3.14)

dar v, 5, > 0 ar kostnaden for att starta enhet k i tidsintervall 7. Stud-
eras (3.13) och (3.14) néirmare inses att den binéra variabeln v; j, antar
vérdet ett endast nér u;_q, = 0 och u; ;, = 1, dvs (3.14) ger ett positivt
tillskott till objektfunktionen bara om enhet k startas i tidsintervall i.
Produktionskostnaden for en elproducerande enhet k i tidsintervall

1 ar
CfZOd = Qi kPik + Bi Uik (3.15)

och produktionskostnaden for en varmeproducerande enhet ar
d
G = azz,k(Qi,k)2 + O%l,k;%‘,k: + Oé?,k- (3.16)

Parametrarna 3; ;, och ozgk beskriver de fasta kostnader som uppstar
nar enheterna ar i drift och o 4, ozil  och O‘?k beskriver de kostnader
som beror av produktionsnivan. Kostnaden fér ackumulatortanken
beskrivs som

ci,s = ais(gis)”. (3.17)

Vi sammanfattar hir definitionerna av de tva modellerna med att
konstatera att problem (3.1) &r ett linjart problem med bade heltalsva-
riabler (binéra variabler) och kontinuerliga variabler. Problem (3.2) &r
ett ickelinjart problem med enbart kontinuerliga variabler.

10



3.2 Utokade modeller

Problem (3.1) och (3.2) &r tva enkla modeller. Dessa kan nu modifieras
och byggas ut med fler variabler och bivillkor beroende pa utseendet
hos det system som ska modelleras. Nagra vanliga modelleringskom-
ponenter presenteras i det resterande av detta kapitel.

Tidsberoende startkostnader. En enhet som varit avstélld en
langre tid ar avkyld och ddrmed dyrare att starta &n om den fort-
farande varit varm. Lat parametern TzOld > 0 beteckna avkylningsti-
den for enhet k. Om vi i modellen endast vill modellera kallstart och
varmstart anvands tva bindra varibler, v“,’fd och v}, som indik-
erar om enhet k i tidsintervall ¢ gor en kallstart respektwe varmstart.
Motsvarande startkostnad ar:

start warm, warm cold, cold
Cik =ik Yik T Vik Vik (3.18)

dar ;"™ > 0 betecknar varmstartkostnaden och VCOld > 0 betecknar
motsvarande extrakostnad for kallstart (dvs den totala kallstartkost-
naden &r ;"™ + vc"ld) Det kravs dven att foljande bivillkor 1aggs till
i modellen:

Ui—1,k — U4k + ’U;f)grm >0
i—1
Qstart — ! 1d 3.19
l7k‘ E y u],k — u’LJi‘ _|_ Ulc;;{) 2 0 ( )
CcO

J=i—T7Y
Vi noterar att den tidsberoende startkostnaden definierad av (3.18)
och (3.19) &r linjar. Ickelinjara startkostnader beskrivs normalt som:

Cstart ’YZ k + ’Y’L k(l —e 3kTi’k)’ (320)

dar parametrarna ’yik ar positiva, dvs ’yzk > 0,7 =1,2,3, och 7;
betecknar den tid enheten varit avstélld nér den startas.

Stoppkostnader. Pa motsvarande satt som startkostnaderna mod-
elleras kan adven de kostnader som uppstar nir en enhet tas ur drift
beskrivas. Vi illustrerar detta med en stoppkostnad som &r konstant
och given som fyStOp > 0. Lat w; j, vara en binér variabel som indikerar
om enhet k under tidsintervall i stoppas (w; = 1) eller inte stoppas
(w; = 0). Lagg till foljande bivillkor:

U1, — Uik — Wik <0, (3.21)
11



samt addera foljande kostnad till objektfunktionen:
cff,:p = wi7k7§f,€0p. (3.22)

Minsta upptid och minsta nertid. Minsta upptid ar den tid en
produktionsenhet maste vara i drift ndr den startats och minsta nertid
ar den tid en enhet maste vara ur drift nér den stoppats. Minsta upptid
fér enhet k betecknas 7,7 > 0. Minsta nertid betecknas r8ov™ > 0.
Tiderna uppfylles med hjalp av foljande bivillkor:

Qtime _ { Ujk — Uj—1k < Uik, j=i—-1,"+1,..,i—1
Lk Ui g —Ujp <1—ujp, Jj=i—1P"+1,..,i—1
(3.23)
Rampvillkor. Pa grund av okat slitage vill man normalt inte gora
snabba forandringar av produktionsnivan hos en enhet. Det finns dven
fysiska begransningar for hur mycket man kan forédndra produktionen.
Detta modelleras med rampvillkor:

Ok < ik — Gim1 e < O (3.24)

Parametrarna &, och & beskriver hur mycket enhet k tillits minska
respektive Oka sin produktion fran timme till timme. Villkoret géller
enbart nir enheten ar i drift under bade tidsintervall ¢ — 1 och 3.

Ackumulatorforluster. Forluster i en ackumulatortank modell-
eras pa sa sétt att ekvation (3.7) ersitts med:

eis = (1 —lis)ei—1,5 — qi,s — li g, (3.25)

dér parametrarna [; g och I} ¢ beskriver forlusterna.

Reservbivillkor. Ett enérgibolag som attagit sig att producera en
viss méangd el vill ofta ha extra produktionskapacitet redo ifall nagon
produktionsenhet plétsligt skulle falla ur eller om lasten hastigt skulle
oka. Detta modelleras med:

DixWik = Pi,R; (3.26)

M=

1

T

dar p; g beskriver reservbehovet i tidsintervall i.

Modellering av kraftviarmeenhet. En kraftviarmeenhet kan besta
av en eller flera pannor och turbiner. Dessa komponenter kan mod-
elleras var och en for sig for att sedan kopplas samman med ett antal

12



angbalanser. Tekniken illustreras pa en enhet med en panna och en
turbin. Antag att man kan elda bade olja och biobrénsle (t.ex. pellets) i
pannan. Detta producerar angeffekterna sfi,i och 32’",;’ . Angproduktionen
i pannan begransas av: ’ ’

S < sff,i + sff,‘f’ < 5k (3.27)
Angan leds till turbinen fér mottrycksproduktion (MT) av el och
viarme alternativt direkt till en varmevéxlare for produktion av en-
bart varme (direktvarme, forkortat DV). Detta innebér att sex olika
produkter produceras under varje tidsintervall ¢, vilka representeras
med foljande variabler:

. p% och pf’,‘: : el fran olja respektive biobrénsle.

3 qZﬁ’MT h qff,? ML mottrycksviirme fran olja respektive bio-
brénsle.
° qffé’DV och quf’DV : direktvarme fran olja respektive biobransle.

For var och en av de sex variablerna finns enkla grinser av typen
(3.6).
Relationen mellan producerad mottrycksel och mottrycksviarme be-
skrivs med: ' '
P24+l = pirlaly ™ + M), (3.28)
dar p; ;, representerar det sa kallade alfavirdet. Variablerna kopplas
samman med en angbalans for vardera olja och biobrénsle:

oil __ _oil o0il,MT 0il,DV
Sik = Dik + 4; k + 4q; K (329)
och
bi bi bio,MT | bio,DV
Sk = Pik ik Tk (3.30)

Kraftvarmeenheten genererar en kostnad:

; ; ; ; il, MT\t il, MT
i = agilsrl + abigstly + afiM gl

% , i,k

bio,M T tax bio,MT 0il,DVitax o0il, DV
+0‘z,k’DV qbi,k’DV T i k (3.31)

10,DV tax bio, oil,_oil bio, bio

tay g QG — Bieb{% — BikPiks
dir a?? och ab® &r briinslekostnaderna, aim,i’MT’tM, a?ZE’MT’mx,
i1,DVt bio,DVitaz = = . ,
ol Vitaz ch o Vitaz sy gillande skattesatser, och slutligen, f’,i
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och i",? ar intakten for sald el. Observera att intdkten for producerad
vérme inte modelleras i ekvation (3.31). Varmeproduktion framtvingas
istéllet med ett behovsvillkor av typ (3.4).

Modellen kan utokas ytterligare, t.ex. kan variabler for avtappning
av hjalpanga ldggas till i angbalanserna (3.29) och (3.30).

Hjalpel. Anldggningar som producerar el och/eller virme konsum-
erar en hel del el i pumpar, flaktar etc. Hjalpelsférbrukningen for enhet

k under tidsintervall i betecknas p?zlp . Forbrukningen bestar dels av en

hel 1,hel . -
konstant del a?’ke P och en del a; ’ke P som beror av produktionsnivan.

For ett virmeverk modelleras detta med:

help __ _1,help 0,help
Pige = Q) Qik T Q) Uik (3.32)

Forbrukningen belastar d&ven objektfunktionen med en kostnad:
hel help_hel
Ci,}ip = ﬁi,ippi,ip, (3.33)

dar ﬁ?ilp ar motsvarande kostnadsparameter.

Moaellering av fjarrvirmenét. Sa som problem (3.2) &r for-
mulerat forbrukas virmen under samma timme som den produceras.
Detta kan antas gilla for sma fjarrvarmesystem. For stora system
med stor utbredning kan tidsfordréjningarna i nétet vara betydande.
Tidsfordréjningar, eventuella begransningar i Gverforingskapacitet i
nétet samt det faktum att virmekunderna och produktionsanliaggning-
arna ar spridda i nitet kan hanteras genom att modellera distribu-
tionsnétet som ett natverk. Anldggningarna och kunderna ar lokalis-
erade i nétverkets noder och bagarna representerar majliga distribu-
tionsvagar.

Lat N beteckna antalet noder och lat variabeln egn’m) beskriva den
energiméngd som flyttas fran nod n till nod m under tidsintervall
1. Vi konstruerar nédtverket sa att det tar 7, timmar att flytta en-

ergin. Energinivaerna i borjan och i slutet av tidshorisonten, g(()n’m)

och an’m), antas vara kidnda. Eventuella 6verforingsbegransningar hos

bage (n,m) modelleras med Egn’m). Variabeln g7 med tillhorande
begrénsningar far representera effektutbytet som nod n har med det
resterande nétverket.

Lat ngm’n) beteckna forlusterna hos bage (m,n) under tidsintervall
14



i och definiera en energibalansekvation for varje nod n:

N N
grrmit Y et = 3 gl = o, (3.34)
m=1

m=1

Lat K (n) vara méngden av produktionsenheter som &r lokaliserade
i nod n och lat parametern q{'p beteckna viarmebehovet i nod n under
tidsintervall ¢. Sammanfattningsvis erhalls féljande optimeringsprob-
lem:

I N
min [Z > (azk(Qi,k)Z + O‘z‘l,qu',k + O‘?,k) Ti]

n X (num) X (m’n) (mun)
st qipmit Do e = > m; e =0
m=1 m=1

Z q@',k‘i‘QZT = QED
keEK(n) (3.35)
91 S Gk = Qi
QZT < QZT < qu
0 S €§n7m) S E,En’m)

6(n,m) _ Q[()n,m)
(n,m) _ an,m)

De ekvationer som beskriver nitverket i problem (3.35) ar alla linjara.
Vill man modellera ett fjarrvarmenat som ickelinjart anvénds vatten-
temperatur och vattenflode som variabler istéllet for effekt och energi
(dvs istéllet for g och e). Pa motsvarande sédtt som problem (3.35)
beskriver ett fjarrvarmenét kan ocksa kraftnat modelleras.

Branslelager och begransningar i tillgadngen pa brénsle. Vill
man modellera t.ex. ett oljelager gors detta enligt féljande. Lat vari-
abeln fi"“ beteckna antalet kubikmeter olja som finns i lagret i slutet
av tidsintervall i. Lagerinnehallet begrénsas av:

—0il

S < < (3.36)

Den méngd olja (i kubikmeter) som levereras till lagret under tidsin-
tervall ¢ representeras av parametern gofll’m. Lat K°' vara méngden
o1l

av produktionsenheter som anvénder olja som brénsle och lat pf
15



beteckna den relativa oljeférbrukningen for enhet k. Definiera slut-
ligen lagervillkoret:

= F e = Y e (3.:37)

ke Koil
Ett alternativt séitt att hantera tillgangen pa bransle ar att sétta
en begransning for hur stor volym som far anvidndas under en viss

period. Till exempel, antag att man tillats att forbruka maximalt fOil
kubikmeter olja under de forsta J tidsintervallen. Detta ger bivillkoret:

J
Yo stk < P (3.38)

=1 kEK"“

Logiska villkor. Med de binara variablerna kan logiska villkor for-
muleras. Till exempel, ett krav av typen "om enhet k &ar i drift maste
aven enhet m vara i drift” skrivs:

Ui e < Ujgm- (3.39)

Kravet ”atminstone en av enheterna k eller m maste vara i drift”
skrivs:
Uik + Wim > 1. (3.40)

Andra exempel ar "enhet k och m kan inte vara i drift samtidigt”:

och "maximalt tva starter tillats under samma timme”:

K
D vk <2 (3.42)
k=1

3.3 Litteratur

Modeller f6r produktionsplanering av el och varme finns vél beskrivna
i litteraturen. Doktorsavhandlingar innehéller ofta manga referenser:
[Arv01], [Dot01], [Eri94], [Nil97] och [Zha95]. Aven artikelsamlingar,
t.ex. IEEE Transactions on Power Systems, beskriver denna typ av
problem. ”Unit Commitment”-problemet diskuteras i [SeK98] och
[ShF94], och ”Economic Dispatch”-problemet i [ChR90]. Fredriksen
och Werner [FrW93] presenterar fjarrvirmetekniken.
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Kapitel 4

Linjarprogrammering

Linjarprogrammering (eng. Linear Programming, férkortat LP) avser
linjara optimeringsproblem med enbart kontinuerliga variabler. Ett
LP-problem skrivs generellt:

min [CTI}
st. Ar =10 (4.1)
x> 0.

Vektorn c tillsammans med de kontinuerliga variablerna z definierar
problemets objektfunktion. Matrisen A och vektorerna x och b beskri-
ver problemets bivillkor. Problem (4.1) &r skrivet pa standardform
vilket innebér att problemet ar ett minimeringsproblem med enbart
likhetsbivillkor och ickenegativa variabler. Alla LP-problem, &ven max-
imeringsproblem och de som innehaller olikhetsbivillkor, kan skrivas
pa standardform.

Simplexmetoden ar den mest kanda losningsmetoden for LP-prob-
lem. Principen bakom metoden beskrivs enklast med ett exempel:

4.1 Exempel - Simplexmetoden

Betrakta foljande LP-problem:

min [—7x; — 5]
X
st. x1+2x9<6
4x1 + 29 < 12 (4.2)
T 2 0
To > 0.

Eftersom problemet endast har tva variabler kan det illustreras grafiskt,
se Figur 4.1. Bivillkoren ar utritade som heldragna linjer. Det tillatna
omradet ar den yta som innesluts av bivillkoren. Objektfunktionen
tanker vi oss som ett lutande plan som skér igenom det tillatna omradet
(genom papperet). De streckade linjerna visar nagra nivakurvor f =



Figur 4.1. LP-exempel. De heldragna linjerna visar bivillkoren och de streck-
ade linjerna nivakurvor for objektfunktionen. Det tillatna omradet ar den yta
som innesluts av bivillkoren. Optimal 16sning x* ar markerad med en ring.

—7x1 — bxo. Beroende pa objektfunktionens koefficienter (i detta fall
¢1 = —7och cg = —5), dvs nivakurvornas lutning i x-y-planet, inses att
optimal 16sning till problemet maste ligga i ett "hérn” av det tillatna
omradet. Den optimala 16sningen z* = (%, %) till vart problem &r
markerad med en ring.

Det faktum att optimal l6sning maste ligga i ett horn utnyttjas i
Simplexmetoden. Berdkningarna gar till pa sa sétt att man startar
i ett godtyckligt horn och sedan hoppar fran horn till hérn tills man
natt optimum. Hoppen gors endast till narliggande horn som har lagre
(hogre vid maximering) objektfunktionsvirde &n hornet man star i,
dvs man hoppar i en riktning dir objektfunktionsplanet ”lutar nerat”.
Nar man kommit till ett hérn dér planet ”lutar uppat” i alla riktningar
har man hittat optimal 16sning till problemet.

Tankeséttet ovan kan generaliseras och géller saledes aven for prob-
lem med fler &n tva variabler. I praktiken kan en del svarigheter upp-
sta. Om man t.ex. i ett problem med n variabler kommer till ett horn
som begrénsas av fler &n n bivillkor finns risken att Simplexmetoden
fastnar i det aktuella hérnet. Det finns dock metoder som hanterar
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denna typ av problematik.

4.2 Vattenkraftplanering

Vattenkraftstationer som ligger ldngs samma &dlv paverkar varandra.
Vatten som leds genom eller férbi en station nar forr eller senare sta-
tionerna nedstréms. Lat variabeln z; ;, beskriva innehallet i vattenma-
gasinet (i kubikmeter) vid station k i slutet av timme ¢. Variablerna
a; 1, och s; 1, beskriver tappningen genom respektive spillet forbi station
k under timme ¢. Tillrinningen betecknas av parametern w; j.

Lat parametern 7(m, k) beteckna den tid (i hela timmar) det tar
for vattnet att rinna fran station m till ndrmast nedstroms liggande
station k. En vattenbalansekvation kan nu formuleras for varje station
och timme:

Tik = Ti1k — Cik — Sik + CGir(mk)m T Sier(mk)m + Wik (4.3)

Lat variabeln h;j beteckna magasinsnivan. Nivan tillats variera mel-
lan:

ik < hik < hi . (4.4)
Givet den undre gransen ﬁz’,k kan magasinsinnehallet berdknas med:
Tig = PBig (hi,k - h@k) . (4.5)

Den el p; ;, som produceras i station k£ under timme ¢ antas vara pro-
portionell mot mangden vatten som leds genom stationen, dvs:

Dik = Pi ik (4.6)

Om vi antar linjara produktionskostnader och kompletterar med
19



randvillkor och enkla granser for variablerna erhalls foljande LP-modell:

. I K 1 0
min [Z > (O‘i,kpi,k +O‘i,k>]

P,%,0,8,h | [ =1k=1
K
st. Y Pik =DPiD
k=1

Tik = Ti-1k — Gik — Sik T Gi—r(mk),m T Si—r(mk),m T Wik
ige = Bik (Pig — hig)
Pik = PikQik
P = Pik = Dik
Tip S Tik < Tik
Qi < Qik < Qi
Sik < Sik < Sik
i < hig < hig
L0,k = Lo,k
LIk = X k>
(4.7)
dar p; p ar den mangd el som maste produceras under timme i.
Problem (4.7) ger en forenklad bild av verkligheten. Till exempel,
parametern 3; ;. som beskriver férhallandet mellan vattenniva och ma-
gasinsinnehall antas hér vara konstant, dvs man antar att vatteny-
tans area ar konstant. I verkligheten 6kar normalt arean nar vatten-
nivan okar. En annan férenkling som gjorts ér att producerad el p; j
i (4.6) enbart beror av vattenflodet a;j som leds genom stationen.
Normalt paverkas produktionen ocksa av vattennivan h; . For att bli
anviandbar i praktiken bor modellen dven modifieras till att hantera
rinntider 7(m, k) som inte behover anges i hela timmar.

4.3 Langtidsplanering for kraftvarmeverk

Ett syfte med langtidsplanering for kraftvarmeverk ar att uppskatta
hur stor méngd av varje bransle som kommer att forbrukas det kom-
mande aret. Detta ar viktig information for bl.a. budgetarbetet och
branslehandeln. Planering 6ver tidshorisonter pa ett ar eller langre
baseras pa relativt osidkra indata. Till exempel vet man inte de exakta
brénslepriserna och varmelasten beskrivs ofta med nagon form av nor-
malarskurva. Med sa pass osikra indata ar det inte sékert att planer-
ingen blir béttre bara for att man anvander en modell med heltalsvari-
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abler eller med olinjara samband. En LP-modell kan manga ganger ge
minst lika relevanta resultat.

4.4 Litteratur

I boken [BeT97] diskuterar Bertsimas och Tsitsiklis linjarprogrammering.
Vattenkraftmodeller behandlas av Olof Nilsson [Nil97].
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Kapitel 5

Mixed Integer Programming (MIP)

Ett linjart optimeringsproblem med bade kontinuerliga variabler och
heltalsvariabler bendmns pa engelska Mixed Integer Linear Program
(MILP). Nagot felaktigt brukar sadana problem &ven kallas Mixed
Integer Program (MIP), dvs nir man talar om MIP-problem &r det
underforstatt att problemen ar linjara.

Ett MIP-problem skrivs generellt:

min [CT;E + eTy]
x7y
x>0

y > 0 och heltal.

Vektorerna ¢ och e tillsammans med de kontinuerliga variablerna x
och heltalsvariablerna y beskriver objektfunktionen. Matriserna A och
D samt vektorerna x, y och b beskriver bivillkoren. Precis som LP-
problemet (4.1) & MIP-problemet (5.1) skrivet pa standardform.

Branch-and-bound &r en metod som ofta anvinds for att 10sa gen-
erella. MIP-problem. Tekniken &r att successivt tvinga fler och fler
av heltalsvariablerna till nya varden. Detta genererar en tradstruktur
dér man i varje gren (branch) lagger till ytterligare restriktioner pa
nagon av heltalsvariablerna. I varje gren kan man &ven beridkna en
motsvarande undre grians (bound) f6r den optimala l6sningen. Ett sitt
att hitta en undre grans ar att anvanda LP-relaxering, vilket innebéar
att gransen definieras som optimalt objektfunktionsvarde till det LP-
problem man erhaller da heltalskraven i MIP-problemet slopas.

Vi illustrerar Branch-and-bound-metoden pa ett problem med kon-
tinuerliga och binéra variabler:



5.1 Exempel - Branch-and-bound

Betrakta foljande MIP-problem:

min [5z1 + 3z + 623 + Txy + 4a5]
xT

s.it. 4xy 4+ 4x9 + 623+ 34 + 25 = 7.5
7$3 — 3$5 < 3 (52)
xr1 € {0, 1}, o € {0, 1}, xr3 € {0, 1}
zq4 >0, z5 > 0.

Problemet har fem variabler varav tre ar binéra (z1, x2 och x3) och tva
ar kontinuerliga (z4 och z5). Viloser forst det LP-relaxerade problemet
(med t.ex. Simplexmetoden, se Kapitel 4):

min [5x1 + 3z + 623 + Txy + 4a5]
xT

s.it. 4dxqy 4+ 4x9 + 623+ 34 + 25 = 7.5
7$3—3$5 < 3 (53)
Oﬁxlﬁl, Oszﬁl, O§x3§1
zq4 >0, z5 > 0.

Den optimala 16sningen till (5.3) &r :B(Ll])g = (0.23,1,0.43,0,0) och
motsvarande optimalt objektfunktionsvérde ar SI& = 6.73. Objekt-

funktionsvérdet f g} ar en undre grans for 16sningen till problem (5.2),
dvs vi vet nu att optimalt objektfunktionsvirde i (5.2) inte &r lagre
an 6.73. Vi ser att x9 antar ett heltalsvirde men att 1 och x3 antar
decimalvarden. Vi maste alltsa forgrena pa antingen xp eller z3. Vi
véaljer x3. Detta ger tva nya problem:

min [5x1 + 3z + 623 + Txy + 45
xT

sit. 4dr1+4xo+6x3+3xr4+25=7.5
Txz —3w5 < 3 (5.4)
nglgl, OSQ,’QSI, .T3=0
x4 20, x5 >0,

och
mxin [bx1 4 3z2 + 623 + Txg + 425)
sit. 4dxy+4xo+ 623 +3x4+25=7.5
7$3 — 3175 < 3 (55)
OS.CUlﬁl, Oﬁxggl, x3:1
g4 >0, z5 > 0.
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Vi véljer att 16sa problem (5.4) forst, vilket ger den optimala 16sningen
:U(LQ])D = (0.87,1,0,0,0) och f}jl = 7.37. Variabel z; ar fortfarande ett
decimaltal sa vi gor ytterligare en forgrening. Detta skapar saledes tva
nya problem:

min [5z; + 3xe + 6x3 + Txg + 45
x

s.it. 4xy + 4x9 + 623+ 34 + 25 = 7.5
Tr3 —3w5 <3 (5.6)
1'1:0, Oél’ggl, $3:0
x4 >0, 25 >0,

och
Ir{rin [5x1 + 3xo + 623 + Ty + 425]
s.t. 4xqy +4xo + 623+ 34 + 25 = 7.5
Txg — 35 <3 (5.7)
$1:1, 0§$2§1, $3:0
Tq Z 0, x5 Z 0.

Vi véljer nu att 16sa problem (5.7) och erhaller J:(Ij)’l)g = (1,0.87,0,0,0)
och f 83 = 7.62. Eftersom x» fortfarande &r ett decimaltal gors ytterli-
gare en forgrening, vilket ger:

min [5x1 + 3z + 623 + Txy + 45
xT

sit. 4dry+4xo+ 623+ 34+ 25 =7.5
7333 - 335'5 < 3 (58)
371:1, $2=0, $3=0
x4 20, x5 >0,

och
H%tin [51‘1 + 3xo + 63 + Txy4 + 4$5]
sit. 4dx1+4xo+ 623 +3x4+25=7.5
7wy — 35 < 3 (5.9)
xlzl, .CCQZl, 1’3:0
T4 > 0, Ty > 0.

Vi forsoker nu 16sa (5.9) men inser snart att problemet saknar 16sning.

Vi léser istéllet problem (5.8) och erhaller a:(L51)3 = (1,0,0,1.17,0) och

S}; = 13.17. Eftersom z1, x2 och x3 antar heltalsvirden innebéar det

(5)

att vi hittat en tillaten 16sning till problem (5.2). Fragan ar om x; ,, ar
25



o 11.17 (tillaten)

e f o= 13.17 (tillaten)

LP saknar I6sning

Figur 5.1. Branch-and-bound-trad. Noderna ar numrerade i den ordning som
algoritmen har stegat igenom tradet. Ett LP-relaxerat problem lostes i varje
nod. Forsta tillatna 16sning till ursprungsproblemet hittades i nod fem. Op-
timal 16sning hittades i nod sex. I nod fyra saknar det relaxerade problemet
tillatna losningar.

den optimala 16sningen. For att ta reda pa det later vi algoritmen jobba
vidare med att 16sa problem (5.6), vilket ger x(LGI)D = (0,1,0,1.17,0) och
fﬁg = 11.17. Vi konstaterar har att x, s och x3 antar heltalsvirden
och att fgg < ff}l géller, dvs xfj)j ar en béttre 16sning till (5.2). Efter-
som problem (5.6) gav heltalsvirden for samtliga relaxerade variabler
finns det ingen anledning att forgrena vidare pa xo. Vi l6ser istéllet
problem (5.5) vilket ger 2}, = (0,0.04,1,0,1.33) och f) = 11.46. Hiir
ar i och for sig xo ett decimaltal men eftersom fg]g > féﬁll kommer yt-
terligare forgreningar fran problem (5.5) inte att ge nagra losningar
med funktionsvarden lagre an f]gb;l. Det finns nu inga problem kvar
att losa vilket bevisar att 20 = (0,1,0,1.17,0) éir optimal 16sning till
problem (5.2).

Berdkningsgangen illustreras i Figur 5.1 med ett sa kallat Branch-
and-bound-triad. Noderna i tradet representerar de olika LP-problemen
och bagarna representerar de variabler man forgrenar pa. Notera att
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optimalt objektfunktionsvérde till det relaxerade problemet Okar néar
man gar djupare ner i tradet.

Det finns flera varianter av Branch-and-bound-metoden, t.ex. finns
olika metoder for hur man ska valja forgreningsvariabler och fér hur
man ska soka igenom tradet. Exempel pa det senare dr djupsckning
och breddstkning. Vid djupsokning sdker man sig snabbt nedat i tradet
medan bredds6kning innebar att man l6ser alla problem pa en niva i
tradet innan man forflyttar sig ner till nésta niva.

Metoden som anvands i exemplet kan generaliseras till att aven
hantera generella heltalsvariabler.

Ett problem med Branch-and-bound-metoden enligt ovan &r att
problemet som ska losas behandlas generellt, dvs 16sningsmetoden ut-
nyttjar inte problemets struktur. Vid praktiska tillampningar kan det
resulterande MIP-problemet bli sa stort att det tar oacceptabelt lang
tid att 16sa med denna metod. Detta motiverar anviandandet av opti-
meringsmetoder som ar anpassade till det aktuella problemets struk-
tur. En fordel med metoden &r att man kan avbryta berdkningarna
och no6ja sig med den dittills basta 16sning man hittat, en 16sning som
manga ganger kan vara tillrackligt bra.

5.2 Korttidsplanering for kraftvarmeverk

Ett kraftvarmeverk ar en komplicerad process som &ar svar att over-
blicka. Anvandandet av datormodeller blir ddrmed i princip ett maste
i planeringen. For att halla nere berikningstiderna boér modellerna
vara relativt enkla, samtidigt som de maste vara sa pass detaljer-
ade att de ger relevanta produktionsplaner. For korttidsplanering av
kraftvarmesystem har det visat sig att MIP ofta uppfyller bada dessa
krav. Mojligheten att modellera pannor och turbiner, hjilpelsférbruk-
ning, branslelager osv. pa ett relativt enkelt och &verskadligt sétt (se
Kapitel 3) talar for metodiken. Dessutom finns kommersiella opti-
merigslosare for problemtypen, dvs modelleringsarbetet kan koncentr-
eras till sjalva modellbyggandet och inte pa algoritmutveckling. Nack-
delen ar att de resulterande optimeringsproblemen ofta tenderar att
bli stora, vilket kan medféra oacceptabelt langa berdkningstider for
standardlosarna.
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5.3 Litteratur

Boken [Wol98] av Wolsey presenterar metoder for heltalsoptimering.
En MIP-modell for korttidsplanering av kraftvarmesystem beskrivs av
Eriksson [Eri94]. En Branch-and-bound-algoritm for elkraftplanering
presenteras i [CoY90].
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Kapitel 6

Dynamisk programmering

Manga praktiska tillimpningar har ett naturligt forlopp over tiden,
dvs processen ar dynamisk. Detta innebar dven att det resulterande
optimeringsproblemet far en speciell struktur, en struktur som kan ut-
nyttjas i 16sningsalgoritmen. Dynamisk programmering (eng. Dynamic
Programming, forkortat DP) &r en metod som utnyttjar just detta.

Principen ar att forst 16sa en méngd mindre och relativt enkla prob-
lem for varje tidsintervall och sedan koppla dessa med berdkningar
som successivt arbetar sig fran den sista tidsperioden till den forsta.
Definitionsmaéssigt gors berakningarna bakat over tidshorisonten men
man kan lika gérna lata algoritmen jobba framat 6ver tiden. De prob-
lem som loses for varje tidsintervall ar vart och ett associerade till ett
"tillstand” (eng. state). Talar man om storleken pa tillstandsrummet
(eng. state space) avses antalet tillstand i respektive tidsintervall.

Berdkningsgangen for Dynamisk programmering illustreras enklast
med praktiska exempel:

6.1 Elproduktionsplanering

Betrakta foljande ” Unit Commitment”-problem for elproduktion:

I K
min [Z > (a?,k(pi,k)z + oy pik + a?k) Ui

U | i=1k=1
I K
LS () um]
1=1k=1
K
.t. S = D
b Bk =B (61)

K
> PikUik = DiR
k=1

D, Uik = Pik < Dj Uik
_ ,,init
upk = up"

Uik € {0, 1}
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Figur 6.1. Tillstandsrummet for ” Unit Commitment”-problemet. Tillstanden
motsvarar olika enhetsuppséttningar.

For att problemet ska bli mer gynnsamt ur matematisk synvinkel for-
muleras produktionskostnaderna som konvexa, dvs a2, > 0 giller. For
en mer formell presentation av teorin kring konvexa (;ptimeringsprob—
lem hénvisas till litteratur inom omradet ickelinjar optimering. Notera
ocksa att den konstanta startkostnaden dr modellerad som ickelinjér,
till skillnad mot problem (3.1) dir motsvarande kostnad modelleras
som linjar.

Lat oss anta att systemet som ska modelleras innefattar tre pro-
duktionsenheter, K = 3, och att vi vill planera produktionen fér de
nérmaste tolv timmarna, I = 12. Var och en av de tre produktionsen-
heterna kan vara i eller ur drift i varje tidsintervall. Med andra ord, i
varje tidsintervall finns totalt 22 = 8 mojliga enhetsuppsittningar u; =
(wi1, ui2,u;3). Dessa enhetsuppséttningar far definiera tillstandsrum-
met, dvs vi har atta tillstand i tidsintervall 3. Figur 6.1 illustrerar det
totala tillstandsrummet. I figuren motsvarar tillstandet i period noll
den kénda initiala enhetsuppséattningen u?cm't, k=1,2,3.

For varje nod (i, s) i tillstandsrummet 16ser man ett optimeringsprob-
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lem med enbart kontinuerliga variabler:

K
f# =min [Z <0422,k(pi,k)2 + Oézl,kpi,k + a?,k) ui»k}
k=1

K
st. > Dik=DiD

k=1

K

> DiklUik = PiR
k=1

P, Uik < Pik < Di Uik,

dar w; , k = 1,2, 3, ar givna som den enhetsuppsattning som galler for
den aktuella noden. Det optimala objektfunktionsvardet betecknas f;.
For vissa enhetsuppséttningar, t.ex. u; = (0,0,0), sa saknar problem
(6.2) 16sning. I dessa fall tilldelas f; ett stort vérde, forslagsvis f7 = oo.

Lat funktionen g(u$_;,ul) beteckna de eventuella startkostnader
som uppstar nir man forandrar enhetsuppséttningen fran uf  till uf,
dvs da man hoppar fran nod (i — 1, s) till nod (i, ¢) i tillstandsrummet.
Definiera foljande rekursiva funktion:

Jiq :t_HlliHS [fis—l + g(u_y,uf) + Jzt] . (6.3)

=1,...,

Lat nu J} = fj, s = 1,...,8, och applicera (6.3) pa tillstandsrummet
fran tidsintervall I — 1 och bakat 6ver tiden. Eftersom initial enhets-
uppséattning u};’”’t, k = 1,2,3, antas vara kind kan slutligen Jémt
beraknas.

Det beriiknade viirdet Ji" &r optimalt objektfunktionsvirde for
problem (6.1). Optimal 16sning till problem (6.1) hittas genom att f6lja
den (optimala) vag som berdkningarna tagit genom tillstandsrummet.
Végen sparas fran tidsintervall noll (dvs fran den nod som motsvarar
u™ k =1,2,3) och framat Gver tiden.
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6.2 Varmeproduktionsplanering

Betrakta foljande ” Economic Dispatch”-problem for varmeproduktion:

I K I
min [Z > (%%k(qi,k)Q + o ik + a?,k) + > i 5(gis)?
=1

¢ |i=1k=1
K

st. > Gk + s =D
k=1

eis = (1 —lis)ei-1,5 — qis —li g
gi,k < qi.k < qi,k
gi75 < qi,S < qi,s
€5 < €5 < €s

(6.4)

€0,5 = €9,5
€1, =€rgs-

Av samma anledning som (6.1) formulerades med a% i > 0 formuleras
(6.4) sa att a2, > 0 och a; g > 0 giller. For att kunna l6sa problemet
med Dynamisf{ programmering diskretiseras de kontinuerliga variabler
som beskriver energiinnehallet i ackumulatortanken. Lat sdga att vi
bedommer det lampligt att de nya heltalsvariablerna ska kunna anta
sex mojliga varden. Vi ersdtter ddrmed de kontinuerliga variablerna
e;,s med heltalsvariablerna e} ¢, s = 1,...,6. En planeringshorisont pa
I = 12 timmar ger tillstAndsrummet i Figur 6.2. I figuren motsvarar
tillstanden i period noll och tolv de kiinda initial och slutnivaerna ¢ ¢
respektive e; g.

En forflyttning i tillstandsrummet fran nod (i — 1, s) till nod (4,t)
motsvarar en fordndring i ackumulatorinnehallet fran ;1 till eﬁ,s.
Kostnaden for att astadkomma forédndringen betecknas g(e; ; g, ei )
och beridknas genom att 16sa foljande problem med kontinuerliga vari-
abler:

9(65—1,& 65,5) = min

K
i L (a?,k(%,k)2 + a1 qik + Oé?k) + ai,S(Qi,S)Q]

=1
K

st. > Gik+ ¢S =D
=1

eig=(1—1lis)e] 15— qs—lig
91 S %k S ik
45 = 9.8 < Qis-
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Figur 6.2. Tillstandsrummet for ”FEconomic Dispatch”-problemet.
Tillstanden motsvarar olika energiinnehall i ackumulatortanken.

Lat J } = 0 och applicera den rekursiva funktionen

Jiy = min_[g(eiys.chs) + T (6.6)
pa tillstandsrummet bakat Gver tiden tills J} har berdiknats. J§ ér
det optimala objektfunktionsvéardet for problem (6.4). Optimal 16sning
till (6.4) hittas genom att f6lja den (optimala) végen fran noden som
motsvarar g g till noden som motsvarar e; g.

6.3 Litteratur

Dynamisk programmering behandlas av Bertsekas i [Ber95]. Metodiken
tillimpad pa ”Unit Commitment”-problem hittas i [HHWS88] och
[SPR87]. Ravn och Rygaard [RaR94] léser ett ”Economic Dispatch”-
problem med Dynamisk programmering.
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Kapitel 7

Lagrangerelaxering

Det &r i princip omdjligt att beskriva en fysikalisk process exakt med
matematiska formler. Med andra ord, i alla matematiska modeller
finns mer eller mindre stora fel inbyggda. Da detta dven géller op-
timeringsmodeller kan man fraga sig varfér man ska spendera tid pa
att hitta den optimala ldsningen pa ett problem som i sig ar fel. En
16sning som ligger en bit fran modellens optimum kan i praktiken vara
minst lika bra. Om man med ndgon metod kan hitta en sadan 16sning
pa kortare tid kan detta vara att foredra. Det handlar alltsa om att
hitta en tillrackligt bra 16sning tillrdckligt snabbt snarare &n om att
16sa problemet exakt.

For att veta nar en 16sning ar tillrackligt bra behovs ett kriterium.
Den undre grans for den optimala 16sningen som berédknades med LP-
relaxering i Kapitel 5 ger ett sadant matt. En kénd tillaten 16sning &r
tillrackligt bra om avstandet till den undre gransen &r tillrackligt litet.
I detta kapitel diskuteras Lagrangerelaxering som ar en annan metod
for att berdkna undre génser. Lagrangerelaxering (eng. Lagrangian
Relaxation, forkortat LR) kan bade anvéndas fristaende och i kombi-
nation med Branch-and-bound-metoden (Kapitel 5).

Betrakta foljande optimeringsproblem:

min [f(z)]
st. gij(x)=0, j=1,...,me (7.1)
h](l’)SO, J=1.,m;
x €}

I problemet finns tva typer av bivillkor: ”enkla” bivillkor som beskrivs
av mangden () och "komplicerande” bivillkor som beskrivs med funk-
tionerna g(z) och h(x). Med komplicerande bivillkor menas att om de
tas bort (relaxeras) blir det resterande problemet vésentligt mycket
enklare att 16sa.

Med hjélp av Lagrangemultiplikatorerna A = (A1,..., A\, ) och p =



(L oeny ;) definieras det relaxerade problemet:

O p) = min [ F2)+ 55 Njgi(o)+ 52 ushye) )
J=1 J=1 )
st. x€Q,

dar ®(\, ) ar den duala objektfunktionen. Motsvarande duala prob-
lem &r:
max [D(A, )] (7.3)
st. pu>0.
I relation till (7.3) kallas problem (7.1) det primala problemet. Den
duala objektfunktionen &r en undre grins for det optimala objekt-
funktionsvérdet i det primala problemet.

Principen bakom Lagrangerelaxering ar att forst 10sa det duala prob-
lemet (7.3), och sedan, givet de optimala duala variablerna A* och u*,
konstruera en 16sning till det primala problemet (7.1) fran 16sningen
till motsvarande relaxerade problem (7.2). For vissa problemtyper ges
den optimala losningen till det primala problemet direkt som den re-
laxerade l6sningen. For de problemtyper detta inte géller maste den
relaxerade l16sningen modifieras. Detta gors normalt med en heuristisk
metod som &ar anpassad till det aktuella problemets speciella struktur
(en heuristisk metod &r en metod som arbetar med ”tumregler”). I det
senare fallet kan man dock inte garantera att man hittar primala prob-
lemets optimala 16sning, men som ndmndes ovan, strategin ar ju att
forsoka hitta en 16sning som &r tillréckligt bra. Anvandandet av heuris-
tiska metoder innebér ocksa att man nédvandigtvis inte behover 16sa
det duala problemet exakt. Den heuristiska metoden kan lika garna
appliceras for andra virden pa A och p &n dom optimala.

Losningsalgoritmer for det duala problemet (7.3) arbetar normalt
pa sa sitt att de i varje iteration loser det relaxerade problemet (7.2)
och uppdaterar véirdet pa de duala variablerna A och p. Vill man
16sa det duala problemet effektivt kravs darmed bra metoder for bada
dessa berdkningsprocesser. Det normala ar att 16sningsmetoden for
det relaxerade problemet anpassas till det aktuella problemets struk-
tur medan uppdateringen av de duala variablerna gors med nagon
generell metod. Vi gar hér inte ndrmare in pa nagra generella uppda-
teringsmetoder utan konstaterar bara att det duala problemet ur den
aspekten har bade positva och negativa egenskaper.

Hér foljer nu tva tillampningsexempel:
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7.1 Elproduktionsplanering

Betrakta ” Unit Commitment”-problemet (6.1), dvs:

)

I K
min [Z > <a12k(pi,k)2 + o pik + a?,k) Ui Jo

I K
+ (1 —ui—1 k) uzk%k]
i=1k=1
K
s.t ik = Di
kgl pl7k pZ?D (7.4)
K
> Diklik > PiR
k=1
P, j ik < Dik < Di Wik
UO,k — u}gnzt
Uik € {07 1}’

dar a?’k > 0. Problem (7.4) ar det primala problemet.
Lat A = (A,...,Ar) och u = (pq,..., 7). Definiera det relaxerade
problemet:

®(\, ) = min

p?u

'—‘.MN
M=

-
Il
—
>~
Il
MR

2 2 1
(O‘i,k(Pi,k) + Qg L Dik + a?,k) Ui

_l’_
M-
M=

-
I
—_
>~
Il
—

(1= Wit k) Wik Vi g

K I K
j <pi,D_ > Ih‘,k) + D0 1y <pi,R_ > Ek“zkﬂ
; k=1

+
L0~
>

k=1 i=1

w
~
I
=
B
S
B~
I
s
ES
AN
sl
e
£
ES

Uik € {0, 1}.
(7.5)
Det duala problemet blir:

max [D(A, )] (7.6)
st. p>0.

Vi ser att det relaxerade problemet (7.5) delas upp i K oberoende
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problem: ett for varje produktionsenhet k:

1
i [ (i (o~ M+ ol — i)
) =1
1

+ ;1 (1 — wim1,6) Wik Vik (7.7)
s.t. P, Wik < Pik < PipUik
Uy = uZnit
Uk € {07 1}‘

For problem (7.7) finns effektiva 16sningsmetoder. En av vinsterna med
att tillampa Lagrangerelaxering pa problem (7.4) &r just att man kan
16sa det relaxerade problemet pa ett effektivt satt.

Vi poangterar har att den optimala 16sningen till det duala prob-
lemet (7.6) inte nédvéandigtvis direkt genererar den primala 16sningen.
I detta fall maste ddrmed heuristik anvéndas till att konstruera en
primalt tillaten 16sning.

7.2 Varmeproduktionsplanering

Betrakta ”Economic Dispatch”-problemet (6.4), dvs:

I K I
min |23 (o200 + alygia +al)) + X anslans)?
€ li=1k=1 i=1

K

st. > Gik+4is =D
=1

eis = (1 —lis)ei-1,5 — qis —li g
qi,k < qi.k < qi,k

91',5 < qi,S < qi,s
€5 < €S <€s
€0,5 = €9,5

€1,8 = €13,

(7.8)

déar O‘?,k > 0 och a;,g > 0. Problem (7.8) ar det primala problemet.
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Lat A = (A1, ..., A7) och definiera det relaxerade problemet:

I K I
(}) = min [Z > (@?,k(qz',k)Q +aj g+ a?,k> + > @is(gis)’
e |iZiiz =
I
+ 3N (ei,S —(1—=1lis)ei-1,5 + gi,s + lﬁ,s)}
=1
Tk
st. Y Gik+ 45 =4aD
=1

45 =5 =dis

€5 <€,35<€g

6, < ik < Ui

€0,5 = €9,5
€r,s = €rs-
(7.9)
Det duala problemet blir:
max [P(N)]. (7.10)

A

Det relaxerade problemet (7.9) delas upp i I oberoende problem: ett
for varje tidsintervall 4:

K
min [Z (a?,k(qi,k)Q + a1 Gk + a?,k) + i5(gi,5)% + Nidis
’ k=1

+ N —Air1(1—liy1.9)) eis + Ailg,s}

K
st > ikt 4,5 =D (7.11)
k=1

G S Gk = ik
4SS =dis

€5 =< €,5 < €59
ers =erg, dai=1.

Notera att optimalt e; g kan berdknas oberoende av g; ;, och ¢; 5. Prob-
lem (7.11) har en gynnsam struktur och férhallandevis fa variabler
vilket innebar att problemet kan l0sas relativt enkelt.

Har géller att for de optimala duala variablerna \* sa dr optimal
16sning till det relaxerade problemet (7.9) ocksa optimal l6sning till
det primala problemet (7.8).
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7.3 Litteratur

Lagrangerelaxering presenteras av Bertsekas i boken [Ber82]. Aven
Fisher [Fis85] beskriver metoden pa ett bra satt. Muckstadt och Koenig
[MuK77] var forst med att tillimpa Lagrangerelaxering pa ” Unit Com-
mitment”-problemet. Sedan dess har manga utvecklat och forfinat
metodiken, se t.ex. [Dot01], [VIM89] och [ZhG88]. Ett ”Economic
Dispatch”-problem for varmeproduktion 16ses med Lagrangerelaxering
i [DHR99].

40



Kapitel 8

Genetiska algoritmer

Tanken med genetiska algoritmer (eng. Genetic Algorithms, forkortat
GA) dr att efterlikna den evolution (f6réndring) som pagar i kroppens
celler. T cellerna finns kromosomer (DNA-monekyler) som i sin tur
bestar av gener. Generna innehéaller den information som bestdmmer
cellernas och darmed en arts egenskaper. Under evolutionens gang kor-
sas och muteras geninformationen sa att arterna blir allt battre an-
passade till sin omgivning. Nar man loser ett optimeringsproblem med
genetiska algoritmer sa startar man med en uppséttning (population)
av 10sningar som sedan korsas och muteras tills den optimala l6sningen
7utvecklats” fram.
Berakningsgangen illustreras med ett exempel:

8.1 Elproduktionsplanering

Vi vill 16sa ett ” Unit Commitment”-problem 6ver ett tidsintervall:

K

min | > (ai(pk)2 + aipk + ag)uk
pv k=1
K

s.t. Pk = PD (8.1)
k=1

DUk < Pk < Prlk
U € {O, 1}.

Systemet har K = 15 produktionsenheter, vilket innebér 2'® mojliga

enhetsuppsittningar v/ = (u1,...,u15), j = 1,...,2'°. Fragan #r vilken
som ar den optimala.

For en given enhetsuppsattning u blir det resterande problemet ett
problem med kontinuerliga variabler:

K
fu) = min | 35 (e (pr)* + ape + o Juk
k=1
K
s.t. Pk = PD (82)
k=1

DUk < Pk < PrlUk-



Hér betecknar f(u) den optimala produktionskostnaden. For de u dér
problem (8.2) saknar tillatna losningar tilldelas f(u) ett stort vérde,
t.ex. f(u) = oo.

Berakningarna startas med en population av 100 godtyckligt valda
enhetsuppsittningar (individer), upop = (ul, ..., ul%). Tag nu tio slum-
pvis utvalda uppséttningar ur populationen och beteckna dessa u =
(@', ...,u'?). Sannolikheten att en l6sning blir utvald ir omvint pro-
portionell mot f(u), dvs enhetsuppsittningar v med lagt f(u) har
storre sannolikhet att bli utvalda dn de med hogt.

Antag att foljande uppséattningar valdes:

a' = (1,0,1,0,0,0,1,0,1,1,0,1,1,0,1)
u? =(1,1,0,0,1,0,1,1,0,0,1,0,1,0, 1)
u® =(0,1,0,1,1,0,0,1,0,1,0,1,1,0,1)
u*=(1,0,1,1,1,0,1,0,1,1,0,1,0,1,0)
_ w’ = (1,0,1,0,0,1,1,1,0,0,1,0,0,1,1)
u% =(0,0,1,0,1,1,0,0,0,1,0,1,0,0,1)
u’ =(0,1,0,0,1,0,0,1,1,0,1,1,0,0,0)
w® = (1,0,0,1,0,0,1,1,0,1,0,0,1,1,0)
w’ = (1,0,1,0,0,1,1,1,1,0,1,0,0,1,0)
alo = (17 ) 717 717 17 ) 717 ) 717071)'

Dessa ska nu korsas tva och tva sa att tva nya uppsattningar (avkom-
mor) skapas fran de tva ursprungliga (fordldrarna). Korsningen kan
goras enligt foljande. Forst slumpar man fram ett heltal v, v € {1, ...,
15}. Givet v sa bildas den ena avkomman av de férsta v komponen-
terna fran den forsta fordldern och de sista 15 — v komponenterna fran
den andra fordldern. Den andra avkomman bildas pa motsvarande satt
men med den skillnaden att de forsta v komponenterna tas fran den
andra foraldern och de sista 15—wv fran den forsta. Om vi i vart exempel
antar att v = 9 for foraldraparet

u' =(1,0,1,0,0,0,1,0,1,1,0,1,1,0,1) (8.4)
=(1,1,0,0,1,0,1,1,0,0,1,0,1,0,1) '
s blir resultatet avkommorna
a'* =(1,0,1,0,0,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1) (85)
u?* =(1,1,0,0,1,0,1,1,0,1,0,1,1,0,1). ‘
Fran de tio fordldrarna u = (u!, ..., u'%) genereras totalt tio avkommor

T = (@, .., 110,
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Avkommorna ska nu muteras. For var och en kan detta goras genom
att forst slumpa fram ett heltal v, v € {1,...,15}, och sedan &ndra
vardet pa motsvarande position. Till exempel, om vi for avkomman
u'* i (8.5) slumpat fram virdet v = 3 blir den muterade avkomman
lika med:

u™** = (1,0,0,0,0,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1). (8.6)

,171** alO**)_

Resultatet blir tio muterade avkommor u** = (

De tio nya enhetsuppsattningarna u** ska nu ersitta tio gamla i
populationen u,,,. Detta kan goras genom att t.ex. ta bort foraldrarna
u. Filosofin &r att béttre lampade individer (enhetsuppséttningar) ska
ersatta de som ar sdmre lampade. Resultatet blir att vi fortfarande
har en population som bestar av 100 enhetsuppséttningar.

Vi har ddarmed genomftrt en iteration med den genetiska algorit-
men. Den population som erhallits har férhoppningsvis ett totalt sett
battre (dvs lagre) f(u). Genom att upprepa berdkningarna och goéra
nya korsningar och nya mutationer sa kommer forhoppningsvis pop-
ulationens totala f(u) att minska ytterligare, och ju fler iterationer
man gor desto storre ar sannolikheten att den optimala 16sningen till
problem (8.1) till slut aterfinns i populationen. I den meningen &r den
genetiska algoritmen en statistisk metod, med andra ord, nar man l6ser
ett problem med genetiska algoritmer finns inga garantier for att man
verkligen hittar den optimala 16sningen.

Det finns manga varianter av algoritmen som beskrivits ovan. Till
exempel, antal individer i populationen och initial population kan
valjas pa olika sétt, antal foraldrar och vilka fordldrar som ska kor-
sas kan valjas pa olika sétt, korsningarna och mutationerna kan goras
pa olika sétt, och slutligen, vilka individer som ska erséttas av de
muterade avkommorna kan véljas pa olika satt.

g eeey

8.2 Litteratur

Genetiska algoritmer diskuteras i [Mic96]. Kazarlis, Bakirtzis och Pet-
ridis [KBP96] 16ser ett ”Unit Commitment”-problem med genetiska
algoritmer. Cheng, Liu och Liu [CLLO0] kombinerar Lagrangerelax-
ering med genetiska algoritmer.
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Kapitel 9

Stokastisk optimering

I praktiken &r det exakta vérdet pa manga av de parametrar som
paverkar en process okanda pa forhand. Till exempel, lastprognoser
och elprisprognoser for de ndrmaste dygnen &r mer eller mindre osékra.
Denna typ av osékerhet beaktas i modeller for stokastisk optimering.

Vid byggandet av en stokastisk modell skapas forst en mangd sce-
narios som tillsammans bildar en tradstruktur, ett sa kallat scenari-
otrad. Till varje scenario associeras en parameter som beskriver sann-
olikheten att just det scenariot kommer att intraffa i framtiden. Op-
timeringsproblemet formuleras sa att scenariorna viktas i forhallande
till sin sannolikhet.

Vi illustrerar med ett exempel:

9.1 Varmeproduktionsplanering

Lat séga att lastprognosen ¢; p, i = 1,..., I, i problem (3.2) &r oséker.
Vi bedémmer att lasten kommer att f6lja ett av atta mojliga scenarios.
Med en tidshorisont pa I = 12 timmar erhaller vi scenariotridet i
Figur 9.1. Tradet ar uppbyggt av N noder. Tradets rotnod n = 1
(motsvarande tidsintervall ¢ = 1) har ingen foregaende nod. Ovriga
noder n = 2,..., N har alla en unik foregaende nod som betecknas
n—. En sannolikhet P, /,,_ > 0 associeras till nod n. P, ,_ tolkas som
sannolikheten att nod n ar efterfoljare till nod n—. For varje nod n_ &r
summan av alla P, ,  lika med ett. Sannolikheten P, att nod n # 1
ska intriffa berdknas rekursivt med P, = P/, P, . Per definition
giller P, = 1. Noder som saknar efterféljande noder kallas 16vnoder.
Miingden av alla 16vnoder betecknas N/, Ett scenario motsvarar en
vag fran rotnoden till en 16vnod.

I den stokastiska versionen av problem (3.2) ersétts det tidsinter-
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Figur 9.1. Scenariotriad med atta scenarios.

vallbaserade modellerandet (index i) med det nodbaserade (index n):

N K
If]lien |:Z Py <E (a%,k(Qn,k)Q + a}L,an,k + OC[T)L,]C) + an,S(Qn,S)2>:|
’ n=1 k=1

s.t. Z qn.k + dn,S = 4n,D
k=1

€n,S = €n_.S —(qn,S
Qi < Ik = Tk
qn,S < dn,S < qn,s

€n,S <ens<es
€0,5 = €95
€n,s =E€pg, MNE Nleaf,
(9.1)
Observera att ackumulatorbivillkoret (3.7) dr modifierat till att f6lja
aktuellt scenario fran den aktuella noden mot rotnoden. Optimal 16s-
ning till problemet ar den produktionsplan som béast beaktar alla sce-
narios.
Studerar man problem (9.1) inses att ett stokastiskt optimerings-
problem i princip kan ses som ett ”vanligt” optimeringsproblem. Sto-

kastiska problem blir dock ofta stora, vilket i praktiken innebér att
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16sningsmetoden maste anpassas till problemets speciella struktur.

9.2 Litteratur

En introduktion till metoder for stokastisk optimering ges av Birge
och Louveaux [BiL97]. Stokastiska planeringsmodeller fér elproduk-
tion diskuteras i [DeR98|. Motsvarande problem f6r varmeproduktion
aterfinns i [Dot01].
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Kapitel 10

Linjara tidsserier

En tidsserie ar en sekvens med variabler y; dar index ¢ representerar
motsvarande tidsintervall. Om y; kan beskrivas som en linjar funktion
av serien sjalvt och andra tidsserier sdger man att serien ar en linjar
tidsserie.

Betrakta y; som en utsignal och antag att den paverkas av tva
insignaler: en styrsignal u; och en storningssignal betecknad s;. Lat
féljande samband galla:

Yi to1yi—1+ o + OmlYiom =

10.1
Bri—1 + oo + B Uiem + Si +Y18i—1 + - F Vo Siem- ( )

Denna modell kallas ARMAX-processen (eng. AutoRegressive, Moving
Average, with eXogenous input). Namnet kommer av att y; +a1y;—1 +
v + Qp¥yi—m representerar vad som brukar kallas en autoregression
(AR), $; +V1Si—1 + - + VY Si—m ar ett glidande medelvarde (MA) av
storningen och Byu;—1+...+8,,%i—m beskriver inverkan av den ”extra”
insignalen (X).

Det vanligaste anvéandningsomradet for ARMAX-processen nér det
galler produktionsplanering ar som lastprognosmodell, dvs den an-
vands till att bestamma elbehovet p; p, @ = 1, ..., I, och varmebehovet
¢ip, ¢ = 1,...,1. Berdkningarna gar till pa sa satt att man forst
ansatter en lamplig modell. Darefter anpassas modellparametrarna till
historiska uppmatta data. Lastprognosen konstrueras slutligen genom
att kombinera modellen med en vaderprognos.

Vi illustrerar principen med ett exempel:

10.1 Ellastprognoser

Lat sdga att vi vill gora en prognos for ellasten i ett kraftsystem.
Vi analyserar systemet och drar slutsatsen att utomhustemperaturen
tillsammans med konsumenternas beteende har storst paverkan pa las-
ten. Det ar ganska enkelt att inse att konsumenternas inverkan varierar
béade under dygnet och mellan veckodagar. Det normala &r att kunder-
nas férbrukning ar hogre pa dagen dn pa natten och att forbrukningen



under vardagar ar hogre an vid veckoslut. Vi drar dven slutsatsen att
vindhastigheten kan ha en viss inverkan pa lasten. Andra faktorer som
kan tédnkas paverka ar vindriktning, solinstralning och nederbérd, men
vi antar 1 vart exempel att inverkan fran dessa ar féorsumbar.

Utifran analysen ansétter vi foljande modell:

Di,D =0 — 1Pi—1,D — Q2P;i—2.D — A3Di—3.D
—Q23P;—23,D — (24P;j—24, D — Q25P;—25 D
+80ti + Biti—1 + Bhti—a (10.2)
+Bhsti—23 + Bhuti—oa + Bhsti—os
+B5w; + BYwi—1 + By w;—o.

Variabeln ¢; betecknar utomhustemperaturen timme ¢ och variabeln w;
betecknar vindhastigheten. Man har i modellen antagit att lasten beror
av sina egna vérden fran timmarna strax innan aktuell timme och fran
timmarna under samma period féregaende dygn. Utomhustempera-
turen antas ha motsvarande paverkan. Vindens inverkan modelleras
enbart med timmarna strax innan aktuell timme. Man har i modellen
aven lagt till en konstant § med syfte att korrigera lastprognosens niva.

Niasta steg ar att bestdmma vardet pa modellparametrarna. Detta
kan goras med minstakvadratmetoden:

H 3 25
min | > [ pip — 0+ Y a;bi—jp+ > ®pi—jp
a,8,0 | i=1 j=1 j=23

2 (10.3)
2. . 2% 2.
— 2 Bitij— > Bitij— > Bfwiy | |,
j=0 j=23 '

j=0

dér p; p, t; och @; dr uppmétta data fran motsvarande period forega-
ende ar och H &ar antalet timmar vi har data for. Genom att 16sa
problem (10.3) sa hittar man de virden pa «, 3 och § som bést matchar
historiska data.

Modellen &r nu klar och vi ér ddrmed redo att gora en prognos p; p,
i = 1,...,I. Prognosen konstrueras genom att kombinera (10.2) med
prognoser for utomhustemperatur ti,i=1,....1, och vindhastighet w;,
i=1,...,1.

Vi noterar hir att metoden som beskrivits ovan pa ett bra satt
illustrerar principen fér hur modellering med ARMAX-processer gar
till men att man vid praktiska tillimpningar gor berakningarna nagot
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annorlunda. Till exempel forbehandlas ofta tidsserierna pa sa satt att
en series medelvirde dras ifran innan berdkningarna pabdrjas for att
sedan laggas till igen i prognostiseringsskedet. En annan variant &r
att vikta in en dygnsprofil i modellen. I exemplet 16stes endast ett
minstakvadratproblem. Man kan &ven téanka sig att man loser flera
problem déar man forst later algoritmen identifiera den komponent som
har storts paverkan pa lasten och berdknar dess parameter, algoritmen
identifierar sedan komponenten med nést storst paverkan och berdknar
dess parameter, osv.

Vi avslutar tidsseriekapitlet med att kort ndmna Kalmanfiltret. Nar
man bygger en matematisk modell av en fysikalisk process kan det
hénda att man i modellen far tillstand (variabler) som inte gar att méta
i praktiken. Till exempel, 1at sdga att man modellerat ett fjarrvarmenét
som ett natverk med noder och bagar. Till noderna associeras tidsserier
for vattentemperatur och till bagarna (distributionsledningarna) as-
socieras tidsserier for vattenflode. Normalt finns inte métning vid alla
noder och bagar. Om sa &r fallet vill man estimera (uppskatta) mot-
svarande tidsserier. For vissa typer av modeller kan man med Kalman-
filtret gora estimeringen sa att storningssignalerna hanteras pa ett op-
timalt satt.

10.2 Litteratur
ARMAX-processen och Kalmanfiltret beskrivs av Bertsekas [Ber95].

Bada metoderna tillimpas av Arvastson [Arv0l] vid modellering av
fjarrvarmenaét.
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Kapitel 11

Artificiella neurala natverk

Endast det béasta ar gott nog. Varfor inte anvianda samma metod som
anviands av den mest geniala modellen av dom alla: den manskliga
hjarnan. Det &r grundidén fér modeller som baseras pa artificiella neu-
rala nétverk (eng. Artificial Neural Network, forkortat ANN).

I hjarnan finns neuroner som &r en typ av celler med ”sensorer”
som kanner av impulser. Neuronerna reagerar pa impulserna med
att sjdlva ge ifran sig impulser. En neuron kan ses som en cell med
flera ”insignaler” och en ”utsignal”. Hur utsignalen konstrueras fran
insignalerna beror pa utseendet hos den individuella neuronen. Utsig-
nalsimpulserna paverkar andra neuroner, dvs neuronerna ar kopplade
i ett nétverk: ett neuralt natverk. Nar man pa konstgjord viag med
datorns hjalp forsoker efterlikna sadana nét talar man om artificiella
neurala natverk.

I produktionsplaneringsammanhang anvéinds ANN till att generera
lastprognoser. Pa motsvarande séatt som man med tidsseriemodellen
i Kapitel 10 ansatte ett lampligt uttryck definierar man héar forst ett
natverk. Modellparametrarna anpassas till historiska data och last-
prognosen konstrueras slutligen fran en vaderprognos.

Tekniken illustreras med ett exempel:

11.1 Varmelastprognoser

Vi berdknar hér (for enkelhetens skull) enbart ett prognosvérde: vér-
melasten ¢; p for timme 1.

Innan natverket konstrueras maste neuronerna definieras. Det finns
nagra olika typer men vi véljer att anvinda den sa kallade tanh-
neuronen:

K
y = tanh (Z WETE — w0> . (11.1)
k=1

Neuronen har K stycken insignaler xj, £k = 1,..., K. Hur neuronen
reagerar pa insignalerna bestdms av parametrarna wg, k =0, ..., K.



Det enklaste ANN vi kan konstruera med neuronen (11.1) &r:

J K
Yy ZZ Vj tanh (Z Wi kTjk — wj,()) s (112)
j=1 k=1

dar J ar antalet neuroner. Parametrarna v;, j = 1,...,J, och wj,
17=1,...,J, k=0,.., K, bestimmer natets egenskaper.

Precis som nar man konstruerade ellastprognosen i Kapitel 10 analy-
serar vi har det aktuella fjarrvirmesystemet. Antag att vi fran analy-
sen drar slutsatsen att virmelasten ¢; p kan beskrivas av sina egna
tidigare varden g;—1,p, ¢i—2,D, Gi—3,D, 4i—23,D, Gi—24,D Och g;_25 p, samt
av utomhustemperaturerna t;, t;_1, t;_o, t;_o3, t;_24 och t;_95. I exem-
plet anvénds ett ANN med J = 4 neuroner som var och en har K = 3
insignaler, dvs natverket har totalt tolv insignaler och en utsignal:

qi,D =
3 25
vitanh | Y wirGi—k,p — w10 | +v2tanh | Y worgi—k,p —wap
k=1 k=23

3 25
+v3tanh <Z w3 kti—ktr1 — W3,0> + v4 tanh < > wy kti—k — w4’0) .

k=1 k=23
(11.3)

Nétverket ar nu definierat. Nésta steg dr att anpassa parametrarna
v; och wj, till uppmétta data for last ¢; p, i = 1, ..., H, och utomhus-
temperatur tAi, t = 1,..., H. Man brukar siga att man ”tranar” nat-
verket. Aven hir kan detta goras genom att forsoka minimera kvadrat-
felet, men till skillnad mot problem (10.3) blir det resulterande opti-
meringsproblemet mycket svarlost. Vi gar inte ndrmare in pa nagra
l6sningsstrategier utan konstaterar bara att en metod som ofta an-
vands heter Backpropagation. Metoden arbetar pa sa satt att para-
metervardena andras stegvis och i proportion till deras bidrag till det
totala felet. Den stegvisa forandringen upprepas tills man bedémmer
att modellen passar uppmétta data tillrdckligt bra.

Nér natverket ar fardigtrénat kan varmelastprognosen ¢; p beréknas
genom att evaluera (11.3) med temperaturprognosen #; och det senaste
dygnets uppmétta last och temperatur.

Vi papekar ater igen att det ANN som anvénds i exemplet ar en
mycket enkel variant som knappast skulle ge tillfredsstéllande prog-
noser i praktiken. For att bli praktiskt anviandbar maste metodiken
dessutom generaliseras till att berdkna en serie av prognosvéarden g¢; p,
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i = 1,...,1. Hur som helst, exemplet ger en bild av principen. For
en mer ingdende teoretisk beskrivning hénvisas till litteratur inom
omradet.

11.2 Litteratur

ANN beskrivs av Simon Haykin i [Hay94|. Hippert, Pedreira och Souza
[HPSO01] beskriver anvéindningen av ANN vid lastprognostisering.
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Kapitel 12

Modelleringssprak

Nar man bestdmt vilken typ av modell och vilken optimeringsmetod
man ska anvinda maste dessa implementeras, dvs programmeras som
ett datorprogram. Detta kan goras i ett hognivasprak déar de i dessa
sammanhang mest anvinda dr C, C+4 och Fortran. Manga kommer-
siella optimeringslosare som finns pa marknaden &r skrivna i dessa
sprak och ar dérmed relativt enkla att koppla till sitt eget skrivna
program. Grundregeln kan sigas vara att anvéinda standardmjukvara
néir detta &r mojligt, men manga ganger racker inte det utan man
maste sjalv implementera sina algoritmer.

Ett alternativ ar att programmera modellerna i ett modellerings-
sprak. Till dessa sprak hor t.ex. GAMS och AMPL. Till manga kom-
mersiella optimeringslosare finns kopplingar till modelleringsspraken
sa dessa ar ofta enkla att anvinda. En nackdel med modellerings-
spraken ar att de inte klarar allt for komplicerade modeller.

Vi illustrerar programmering i GAMS med ett enkelt exempel:

12.1 Modellering i GAMS

Modelleringsspraket GAMS &r anpassat for utveckling av optimer-

ingsmodeller. Syntaxen &r sidan att man relativt enkelt kan 6versatta

ett matematiskt formulerat problem till programmeringskod.
Betrakta foljande problem:

4 3
min [Z > ai,k%’,k]
q z‘:lk?
12.1
st. Y Gk =D (12.1)
k=1

gk = 0.

Figur 12.1 visar motsvarande GAMS-kod. Man bérjar med att definiera
tva mingder (SET). Méngden I innehaller fyra element (I1,...,14) och
méngden K innehaller tre (K1,...,K3). Parametervirden for varmelast
och kostnad definieras med kommandot PARAMETER. Tva typer av



SET I Time intervals /I1*I4/;

SET K Production units /K1*K3/;
PARAMETER heatDemand(I) Heat demand /
I1 264

osv. /;

PARAMETER alpha(I,K) Production cost /
I1.K1 405

osv. /;

VARIABLES

0OBJ Objective function

Q(I,K) Heat production;

POSITIVE VARIABLE Q;

EQUATIONS

TotCost Objective function

Demand(I) Heat demand;

TotCost.. 0OBJ =E= SUM((I,K),alpha(I,K)*Q(I,K));
Demand(I).. SUM(K,Q(I,K)) =E= heatDemand(I);
MODEL EXAMPLE /ALL/;

SOLVE EXAMPLE USING LP MINIMIZING OBJ;

Figur 12.1. GAMS-kod.

variabler (VARIABLES) definieras: OBJ betecknar objektfunktions-
virdet och Q(I,K) motsvarar ¢; . Variabeln ¢; ; i problem (12.1) &r
ickenegativ (POSITIVE VARIABLE). Tva typer av bivillkor (EQUA-
TIONS) definieras: TotCost beskriver produktionskostnaden och De-
mand(I) formulerar behovsvillkoren. Med kommandot MODEL skapas
ett optimeringsproblem med namnet EXAMPLE. For att slutligen 16sa
(SOLVE) problemet anropar vi en optimeringslosare fér LP-problem
(LP). Vi talar om for 16saren att det ar variabeln OBJ som ska min-
imeras.

12.2 Litteratur

Modelleringsspraken GAMS och AMPL beskrivs i [BKM98] respek-
tive [FGK93]. Pa Internet, www.ece.nwu.edu/OTC, finns en lista med
optimeringsmjukvara.
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