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Förord

Detta examensarbete i matematik har genomförts under handledning av Rolf
Källström, professor i matematik vid Högskolan i Gävle. Jag vill rikta ett
stort tack till Rolf Källström som har givit mig riktigt bra handledning med
bra tips och om hur man skriver matematiskt. Dessutom har Rolf Källström
hjälpt mig att bygga upp en först̊aelse för det relativt abstrakta materialet
som detta arbete inneh̊aller.

3



Sammanfattning

Syftet med det här arbetet är att approximera och studera gammafunktionen
Γ(z) för stora värden p̊a Re(z) med hjälp av Stirlings approximation, samt
jämföra närmevärdet med det exakta värde p̊a gammafunktionen. I början av
arbetet tar vi upp en kort historik om gammafunktionen. Efter detta i kapitel
2, s̊a kommer vi g̊a igenom olika typer av konvergens och konvergenta potens-
serier. Därefter, i kapitel 3, definieras analytiska och meromorfa funktioner,
och isolerade singulariteter. Kapitel 4 tar upp tv̊a metoder för att definiera
gammafunktionen. Gammafunktionen är en speciell transcendent funktion,
och är definierad p̊a följande sätt:

Γ (z) :=

∫ ∞

0

tz−1e−tdt, Re(z) > 0.

Figur 1: Figuren 1 visar en plott i mathematica av gammafunktionen
för 0 < Re(z) ≤ 5.

I kapitel 4 kommer vi g̊a igenom en mer fullständig diskussion av gammafunk-
tionen. Kapitel 5 inneh̊aller formulering och härledning av Stirlings sats. Slut-
ligen i kapitel 6 kommer vi in p̊a att beräkna exakta värden för stora x p̊a
gammafunktionen, och jämföra detta med Stirlings approximation. Stirlings
approximation definieras p̊a följande sätt. För stora x gäller

Γ(x) ∼
√
2πx · xx−1 e−x, x→ ∞.

Notera ∼ betyder att vänsterledet och högerledet är asymptotisk. Förh̊allandet
g̊ar mot 1 när x → ∞. Mer djupg̊aende om Stirlings approximation kommer
att tas upp i kapitel 5 och 6.
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1 Kort historik om gammafunktionen

Gammafunktionen introducerades av Leonhard Euler (1729), och med m̊alet
att utvidgas till icke-heltalsvärden (det vill säga reella och komplexa värden
av detta argument). James Stirling var den första som använde sig av seri-
er för log(x!) för att kunna härleda den asymptotiska formeln för x!. Moritz
Stern bevisade 1847 konvergens av Stirling serien för derivatan av logaritmen
av gammafunktionen det vill säga log(Γ(z)). Dessutom (1900) s̊a visade Char-
les Hermite konvergens av Stirling serien för log(Γ(z + 1)) om talet z ∈ C.
Andra matematiker som bidragit är Carl Friedrich Gauss, Adrien-Marie Le-
gendre, och Karl Weierstrass. Inom matematiken används gammafunktionen
i omr̊aden som asymptotiska serier, Riemann zeta funktioner, bestämda inte-
graler, och gammafördelningen. Gammafunktionen förekommer i m̊anga oli-
ka vetenskapliga omr̊aden inom flödesmekanik, astrofysik, elektromagnetism,
samt statistik.[1]

2 Introduktion

2.1 Analytiska funktioner

Vi kan definiera en analytisk funktion som Saff och Snider gör i [2]. L̊at f va-
ra en komplexvärd funktion som är definierad i en omgivning av z ∈ C. Deri-
vatan f ′(z) av f i punkten z ges av

f ′(z) := lim
∆z→0

f(z +∆z)− f(z)

∆z
. (1)

Om detta gränsvärde existerar s̊a är f differentierbar i punkten z.
Analytiska funktioner är de komplexa funktioner av en komplex variabel som
har en derivata i alla punkter i sin definitionsmängd. Begreppet holomorf
funktion har samma betydelse [2].
Om en funktion f(z) = u(x, y) + iv(x, y) är differentierbar i z0 = x0 + iy0 s̊a
existerar gränsvärdet

f ′(z0) = lim
∆z→0

f(z0 +∆z)− f(z0)

∆z
.

Genom att först först beräkna gränsvärdet i horisontell riktning ∆z = ∆x och
därefter i vertikal riktning ∆z = ∆y s̊a Vi kommer fram till att sambandet

∂u

∂y
= −∂v

∂x
,

∂u

∂x
=
∂v

∂y
. (2)

m̊aste h̊alla för z0 = x0 + iy0 För en fullständig härledning se [2][s 73]. Des-
sa ekvationer kallas för Cauchy-Riemanns ekvationer. Vi har allts̊a fastställt
följande sats (se [6], [2]).
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Sats 1. Ett nödvändigt villkor för en funktion f(z) = u(x, y) + iv(x, y) ska
vara differentierbar i punkten z0 = x0 + iy0 är att Cauchy-Riemanns ekva-
tionerna h̊aller i z0. Därmed, om f är analytisk p̊a en öppen mängd G. D̊a
m̊aste Cauchy-Riemann ekvationerna h̊alla i alla punkter av G.

Men för att vara mer matematisk noggrann räcker det ej att endast visa att
Cauchy-Riemanns ekvationer självt uppfyller differentierbarhet, ett annat vill-
kor är kontinuitet p̊a de första partiella derivator av u och v. Av detta följer
satsen:

Sats 2. L̊at funktionen f(z) = u(x, y) + iv(x, y) vara definierad p̊a n̊agon
öppen mängd som inneh̊aller punkten z0. Anta första ordningens partiella
derivator av u och v existerar och är kontinuerliga i punkten z = z0. Om
Cauchy-Riemanns ekvationer är uppfyllda i punkten s̊a är f(z) analytisk i z0.
Därmed om dess första partiella derivator är kontinuerlig och satisfierar
Cauchy-Riemanns ekvationer i alla punkter av G, d̊a är f analytisk i G.

Beviset av sats (2) presenteras i [2, sida 74]. I detta avsnitt kommer vi att
definiera analytiska funktioner och tre olika typer av konvergens. Dessutom
med ett par exempel och slutligen g̊a igenom konvergenta potensserier.
När det kommer till konvergens s̊a det finns punktvis konvergens, likformig
konvergens, och asymptotisk konvergens.
Vi börjar med en definition p̊a punktvis konvergens: Antag {fn}, n = 1, 2, . . .
är en sekvens av funktioner som är definierad p̊a mängden E och antag att
talföljden av {fn(x)} konvergerar för varje x ∈ E. Vi kan d̊a definiera

f(x) = lim
n→∞

fn(x) x ∈ E. (3)

Vi säger att {fn} konvergerar p̊a E och att funktionen f är en
gränsvärdesfunktion till {fn}. Vi säger att {fn} konvergerar till f punktvis
p̊a E, om uttryck 3 gäller för alla x ∈ E.
Enkelt uttryckt, s̊a kräver punktvis konvergens att vi finner ett N som beror
p̊a b̊ade ϵ och x. Medan likformig konvergens beror N endast p̊a ϵ.[3]
Vi kan ge ett exempel p̊a punktvis konvergens, se nedan exempel (1).

Exempel 1. Vi har att funktionen fn : [0, 1] → R

fn(x) =
1

n
x+ 5 → 5, n→ ∞.

Vilket medför att vi f̊ar en (punktvis) gränsvärdesfunktion f(x) = 5.

Nästa typ av konvergens är likformig konvergens. Vi kan definiera detta p̊a
följande sätt:

Definition 1. Vi säger att en följd av reella funktioner {fn}, n = 1, 2, 3, . . .
fr̊an en definitionsmängd E likformigt konvergerar till en funktionen f om för
varje ϵ > 0 s̊a finns det ett n ≥ N som medför att:

|fn(x)− f(x)| < ϵ, (4)

för alla x ∈ E.
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Punktvis konvergens men ej likformig konvergens har vi även ett exempel p̊a.

Exempel 2. L̊at fn(x) = xn om 0 ≤ k ≤ 0, för k = 1,2,3,4,. . . . D̊a
fn(x) → 0 för 0 ≤ x < 1 och fn(x) → 1 när x = 1. Det är klart att fn
är kontinuerlig p̊a intervallet [0,1] för varje k, men däremot är gränsvärdes
funktionen ej kontinuerlig i x = 1.

Det är ju givetvis s̊a att varje likformig konvergent följd är även punktvis kon-
vergent. Skillnaden mellan begreppen punktvis konvergens och likformig kon-
vergens är detta: Om {fn} konvergerar punktvis p̊a E, d̊a existerar en funk-
tion s̊adan att, för varje ϵ > 0 och för varje x ∈ E, s̊a finns det ett heltal N .
Detta heltal N beror p̊a ϵ och x, s̊a att (4) h̊aller om n ≥ N . Vidare har vi
att om {fn} konvergerar likformigt p̊a E s̊a är det möjligt, att för varje ϵ > 0
kunna hitta ett heltal N vilket vi kan göra för alla x ∈ E. Vi säger att se-

rien Fn =

n∑
k=1

fk(x) likformigt konvergerar p̊a E om talföljden {sn} av par-

tialsummorna definieras som:

n∑
i=1

fi(x) = sn(x). Vi kan nu ta ett exempel p̊a

likformig konvergens fr̊an Rudin [3].

Exempel 3. Funktionen fn : R → R

fn(x) =
sin(nx)

n
,

konvergerar likformigt p̊a R till 0 p̊a R eftersom |fn(x)| = | sin(nx)n | ≤ 1
n , allts̊a

|fn(x)− 0| < ϵ för alla x ∈ R om n > 1/ϵ.

2.2 Asymptotisk konvergens

Den tredje typen av konvergens som vi strax ska introducera är asymptotisk
konvergens. Vi använder den vanliga ordo-notationen: Vi säger att f(x) =
O(g(x)) när x → L om kvoten |f(x)/g(x)| är begränsad när x → L. Vi skriver
f(x) = o(g(x)) om |f(x)/g(x)| → 0 när x → L. Vi skriver f(x) ∼ g(x) om
f(x) = (1+o(1)) ·g(x), vilket uttrycker att f och g har samma storleksordning
när gränsvärdet tas.
Grundläggande idé: Antag att följande potensserieutveckling omkring z = z0:

∞∑
n=0

an(z − z0)
n. (5)

S̊adan potensserie är konvergent för |z − z0| < r, för n̊agot r ≥ 0. Förutsatt (se
[4]):

RN (x) =

∞∑
n=N+1

an(z − z0)
n → 0,

när N → ∞ för varje fixt z som satisfierar |z − z0| < r.
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En funktion f har en asymptotisk serieutveckling av formen fr̊an uttryck
(5) när z → z0, som är

f(z) ∼
∞∑

n=0

an(z − z0)
n.

Förutsatt
RN (x) = o((z − z0)

N ),

när z → z0, för varje fixt N .
Den vanligaste typen av asymptotisk utveckling är potensserier (som antingen
har positiva eller negativa potenser). Vi kan nu definiera asymptotisk konver-
gens som Malham gör i [4] s̊a följer. För att uppn̊a detta definierar vi först
begreppet asymptotisk utveckling. En gaugefunktion är en följd av funktioner
ϕ(x) = {ϕn(x)} som definieras p̊a följande sätt:

ϕn+1(x) = o(ϕn(x)), x→ L.

Kan ocks̊a skrivas:
ϕn+1(x)

ϕn(x)
→ 0, x→ L.

Notera här att L kan vara oändligheten.
Ett typexempel p̊a asymptotisk följd är

ϕn(x) =
1

xn

när x→ ∞, eftersom för alla n gäller:

lim
x→∞

ϕn+1(x)

ϕn(x)
= lim

x→∞

1
xn+1

1
xn

= lim
x→∞

xn

xn+1
= lim

x→∞

1

x
= 0.

Om ϕn(x) är en asymptotisk följd av funktioner när x → L och {sn} en följd
av komplexa konstanter säger vi att

f(x)−
N∑

n=1

snϕn(x) = o(ϕN ) (x→ L).

är en asymptotisk utveckling av f(x), om för alla N när x→ L.
Där den asymptotiska serien konvergerar när vi har ett fixt N , och detta kal-
las för asymptotisk konvergens.
Om man jämför konvergenta serier med asymptotisk konvergenta serier. Är
att de konvergenta serier för f när N → ∞, medans för asymptotisk konver-
genta serier när vi har ett fixt N . Vi kan ta ett exempel p̊a en asymptotisk
konvergerande serie när L = ∞.

Exempel 4. Den asymptotiska serie-utveckling av gammafunktionen ges av:

ex√
2πx · xx

Γ(x+ 1) ∼ 1 +
1

12x
+

1

288x2
− 139

51840x3
− . . . (x→ ∞).
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I exemplet 4 ovan har vi Stirlings formel som konvergerar asymptotiskt. Vi
kommer g̊a igenom Stirlings formel och förklara denna specifika asymptotiska
serieutveckling senare. Vi kan även ta ett ytterligare p̊a en asymptotisk kon-
vergerande serie fast istället d̊a L = 0.

Exempel 5.

e−1/tEi(
1

t
) =

∞∑
n=0

n!tn+1.

I exempel 5 s̊a har vi asymtotisk konvergens. Den asymptotiska utveckling-
en sker ofta när en vanlig serie används i ett uttryck som tvingar fram att
ta hänsyn till värden utanför dess konvergensdomän. Vi introducerar nu den

vanliga serien:
1

1− z
=

∞∑
n=0

zn. Uttrycket i vänsterledet är giltigt p̊a hela kom-

plexa planet när z ̸= 1, medan i höger konvergerar det endast för |z| < 1. Ett
Cauchy principalvärde kan vi definiera p̊a följande sätt.

Definition 2. (Cauchys principalvärde) För f : [a, b] och punkten c är en
singularitet i intervallet ]a, b[. S̊a definierar vi följande generaliserad integral:∫ b

a

f(x)dx = lim
ϵ→0+

(∫ c−ϵ

a

f(x)dx+

∫ b

c+ϵ

f(x)dx

)
.

Värdet av det här gränsvärdet kallas Cauchys principalvärde.
Genom att multiplicera med e−z/t och integrera b̊ade vänsterledet och
högerledet f̊ar vi: ∫ ∞

0

e−z/t

1− z
dz =

∞∑
n=0

tn+1

∫ ∞

0

une−udu,

efter variabelbytet u = z
t . Vi noterar att integralen i vänsterledet, vilket är

Cauchys principalvärde s̊a att vi kan uttrycka som exponential integralen.
Sedan i högerledet som vi kan känna igen som gammafunktionen. Genom att
evaluera b̊ade vänsterledet och högerledet, s̊a f̊ar vi den asymptotiska utveck-
lingen

e−1/tEi(
1

t
) ∼

∞∑
n=0

n! · tn+1, t→ 0.

Observera att här är L = 0. Den exponentiella integralen Ei är en funktion p̊a
det komplexa talplanet, som definieras p̊a följande sätt:

Ei(x) =

∫ ∞

−x

−e
−t

t
dt =

∫ x

−∞

et

t
dt.

Det är klart i exemplet ovan att högerledet inte är konvergent för n̊agot noll-
skilt värde p̊a t. Men därefter genom att trunkera serien i högerledet till ett
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ändligt antal termer s̊a kan vi f̊a en relativt bra approximation av värdet
p̊a Ei( 1t ) för tillräckligt sm̊a t. Slutligen genom utförandet av variabelbytet
x = −1

t , noterar vi att Ei(x) = −Ei(−x) resulterar i en asymptotisk utveckling
för L = 0.

2.3 Konvergenta potensserier

Vi börjar med en definition p̊a potensserier.

Definition 3. En serie p̊a formen

∞∑
k=0

ak(z − z0)
k = a0 + a1(z − z0) + a2(z − z0)

2 + . . .

kallas för en potensserie i z omkring z0. Konstanterna ak (k = 0,1,2,. . . ) kal-
las potensseriens koefficienter. Här är alla tal z, z0, ak komplexa.

För en konvergent potensserie har vi följande sats:

Sats 3. För en potensserie

∞∑
k=0

ak(z − z0)
k kan följande tre fall inträffa.

(1) Det finns ett reellt tal R > 0 s̊adan att serien divergerar för z med

|z − z0| > R men konvergerar för z med |z − z| < R.

(2) När R = 0, d̊a konvergerar serien endast i z = z0 och divergerar i alla
andra punkter.

(3) När R→ ∞ s̊a konvergerar serien för varje z.

Talet R är radien av konvergens för potensserien, z0 är diskens medelpunkt,
och ak (k = 0, 1, 2, . . .) är komplexa koefficienter.

Vi har tv̊a specialfall för konvergensradie: det första är när R = 0 potensserien
konvergerar endast för z = z0, och det andra specialfallet är när R = ∞ d̊a
konvergerar potensserier för alla z. Allmänt har vi att 0 < R < ∞, där cirkeln
R > |z − z0|, brukar kallas för konvergens skivan. Fr̊an begreppet konvergens
s̊a följer en viktig sats fr̊an Rudin [3]:

Sats 4. En potensserie summerar till en funktion som är analytisk i varje
punkt inuti dess konvergensskiva.

Genom sats (4) har vi en viktig koppling mellan konvergenta potensserier och
analytiska funktioner.
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3 Meromorfa funktioner och isolerade singula-
riteter

Vi kan definiera en mermomorf funktion p̊a följande sätt.

Definition 4. En funktion f(z) är meromorf i en öppen mängd E om för
varje z ∈ E gäller att antingen f(z) är analytisk och eller s̊a är z en pol. [5]

Tv̊a begrepp som hänger ihop med mermomorfa funktioner är residyer och
kurvintegraler. En kurvintegral är en integral för vilken evalueringen av in-
tegranden sker längs en kurva.
En funktion f(z) har en isolerad singularitet i punkten z = z0 om f inte är
analytisk is z0 men analytisk i en omgivning av z0. En isolerad singularitet är
en pol av ordning m om följande gränsvärde existerar:

lim
z→z0

(z − z0)
m f(z) = c−m.

En hävbar singularitet definieras p̊a följande sätt: En punkt z0 kallas för en
hävbar singularitet till f om |f(z)| är begränsad i en punkterad omgivning
kring z0.
En punkt z0 sägs vara en väsentlig singularitet till f om f(z0) ej är definierad
och z0 varken är en hävbar singularitet eller en pol. Om detta gränsvärde ej
existerar för n̊agot m, d̊a säger man att z0 är en väsentlig singularitet för f .
En funktion f(z) som är definierad utifr̊an en isolerad singularitet kan re-
presenteras av en Laurentserie med ett ändligt antal termer kring punkten
z = z0.

Definition 5. En Laurentserie för en komplex funktion f kring en punkt c
ges av

f(z) =

∞∑
n=−∞

an(z − c)n.

Här är {an} och c konstanter.
En kurvintegral inom komplex analys definieras p̊a följande sätt: L̊at f vara
en komplexvärd funktion av en komplex variabel. L̊at C vara en slät kurva i
det komplexa talplanet parametriserat av

Z(t) = x(t) + iy(t).

Där t varierar mellan a och b.
D̊a ges den komplexa kurvintegralen av f över C av∫

C

f(z)dz =

∫ b

a

f(Z(t))Z ′(t)dt.

Konstanten an kan beräknas av kurvintegralen p̊a följande sätt (se [5]).

an =
1

2πi

∮
E

f(z)

(z − c)n+1
dz.
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Här är integrationens väg moturs och omr̊adet E är en parametriserad kurva.
Vi har följande exempel p̊a en Laurentserie (se [5]).

Exempel 6.

f(z) = c−m(z − z0)
−m + ...+ c0 + ...+ cm(z − z0)

m,

där m är ett positivt heltal och ci ∈ C.

Exempel 7. Funktionen f(z) = (z − 5)me1/(5−z) har en väsentlig singularitet
i z = 5 och har s̊aledes ingen laurentsutveckling.

Ett annat viktigt begrepp som är relaterat till meromorfa funktioner är resi-
dyer.
Om en komplex funktion f(z) har en pol i punkten z = z0. D̊a är koefficienten

a−1 av termen
1

(z − z0)
i Laurent serieutveckling av f(z) kring z = z0 kallas

residyn av f(z) vid punkten z = z0.
För meromorfa funktioner finns en viktig sats vi kommer ha stor nytta av
längre fram, nämligen residysatsen.

Sats 5. (Residysatsen) Antag att f är analytisk innanför och p̊a en enkel slu-
ten kurva E förutom i ett ändligt antal punkter z1, ..., zn, d̊a gäller∮

E

f(z)dz = 2πi

n∑
k=1

Res(f ; zk).

Där Res(f ; zk) är residyn för f i zk och integrationsvägen är moturs.
Omr̊adet E kan visualiseras med följande figur:
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× × × × ×

E

−Y

Y

n+ 1
δ

Figur 2: I figuren studeras en kurvintegral längs den röda konturen och spe-
ciellt gränserna när n och Y blir mycket stora. Notera fr̊an figuren ovan att
kryssen markerar poler [6].

4 Gammafunktionen

4.1 Definition med integral

Gammafunktionen är en utvidgning av fakultetsfunktionen, där n! definieras
genom

n! = 1 · 2 · ... · n

och 0! = 1.

Proposition 1. Antag Re(z) > 0. D̊a är följande generaliserad integral kon-
vergent:

Γ (z) :=

∫ ∞

0

tz−1e−tdt.

Denna funktion kallas för gammafunktionen. Vi ska strax se att denna funk-
tion konvergerar för Re(z) > 0.
Gammafunktionen har en analytiska fortsättning till en meromorf funktion.
Gammafunktionen är därmed analytisk över hela det komplexa planet utom
vid noll och de negativa heltal, där funktionen har enkla poler.
Vi behöver försäkra oss om att gammafunktionen fr̊an propositionen ovan
verkligen konvergerar för Re(z) > 0.
För att lyckas med detta använder vi oss av följande lemma.
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Lemma 1. Antag att 0 ≤ f(x) ≤ g(x) för alla x ∈ (a, b), där

−∞ ≤ a < b ≤ ∞. Om

∫ b

a

g(x)dx är konvergent, d̊a är

∫ b

a

f(x)dx ocks̊a

konvergent.

Om

∫ b

a

f(x)dx är divergent, s̊a är ocks̊a

∫ b

a

g(x)dx divergent.

L̊at f(t) = tz−1e−t, Re(z) > 0, och f(t) är kontinuerlig när 0 < t < ∞. Om vi
nu istället betraktar intervallet Re(z) ∈ (0, 1), s̊a är integralen generaliserad i
b̊ada ändpunkterna. Vi undersöker konvergens genom att dela upp integralen i
tv̊a delar:

Γ1(z) = lim
ϵ→0+

∫ 1

ϵ

tz−1e−tdt,

och

Γ2(z) = lim
L→∞

∫ L

1

tz−1e−tdt.

Här gäller likheten Γ(z) = Γ1(z) + Γ2(z).
Vi börjar med att visa absolut konvergens för Γ1:

lim
ϵ→0+

∫ 1

0

|f(t)| dt = lim
ϵ→0+

∫ 1

ϵ

∣∣tz−1e−t
∣∣ dt = lim

ϵ⇒0+

∫ 1

ϵ

tx−1e−tdt.

Vi har att 0 < e−t < 1, för alla t ∈ [0, 1].

⇒ lim
ϵ→0+

∫ 1

ϵ

tx−1e−tdt ≤ lim
ϵ→0+

∫ 1

ϵ

tx−1dt

och lim
ϵ→0+

∫ 1

ϵ

tx−1dt = lim
ϵ→0+

[
tx

x

]1
ϵ

= 1
x < ∞, för (x ̸= 0) enligt lemma 1.

Därmed s̊a har vi visat absolutkonvergens för Γ1.
Nu återst̊ar det att visa absolutkonvergens för Γ2:

lim
L→∞

∫ L

1

|f(t)| dt = lim
L→∞

∫ L

1

tx−1e−tdt.

Vi har att
t ≥ 1, tx−1e−t ≤ e−t/2

⇒ tx−1 ≤ et/2.

P̊a grund av et/2 växer snabbare än tx−1 för n̊agot x > 0. Givet ett fixt x > 0,
s̊a finns det ett α ∈ R+ s̊adan att för varje t > α gäller et/2 > tx−1.
Detta implicerar:

0 ≤
∫ ∞

1

tx−1e−tdt =

∫ α

1

tx−1e−tdt+ lim
L→∞

∫ L

α

tx−1e−tdt ≤∫ α

1

tx−1e−tdt+ lim
L→∞

∫ L

α

e−tet/2dt.
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Det är uppenbart att

∫ α

1

tx−1e−tdt är ändlig (konvergent).

Om vi kan visa att

lim
L→∞

∫ L

α

e−tet/2dt

är konvergent, d̊a kommer olikheten ovan tillsammans med lemma 1 ge att

lim
L→∞

∫ L

1

tx−1e−tdt är konvergent.

Vi har

lim
L→∞

∫ L

α

e−t/2dt = lim
L→∞

[
−2e−t/2

]L
α
= 2e−α/2 <∞.

Allts̊a har vi även visat att Γ2 konvergerar för Re(z) > 0, och vi är klara med
beviset.
Vi behöver först beräkna gammafunktionen, när z = 1:

Γ(1) =

∫ ∞

0

t0e−tdt =
[
−e−t

]∞
0

= 1.

Vi vill även kunna definiera gammafunktionen när Re(z) < 0. För att
åstadkomma detta behövs följande lemma.

Lemma 2. Om Re(z) > 0, d̊a

Γ(z + 1) = zΓ(z) (6)

Detta är funktionalekvationen för gammafunktionen.
L̊ater vi z vara ett positivt heltal k s̊a ger lemma (2) att: Γ(k) = (k−1) ·Γ(k−
1) = (k − 1) · (k − 2) · ... · Γ(1) = (k − 1)!.

Bevis. Genom partiell integration:

Γ(z + 1) =

∫ ∞

0

tze−tdt = [− tze−t]∞0 + z

∫ ∞

0

tz−1e−tdt = zΓ(z),

där
[− tze−t]∞0 = 0

och denna integral konvergerar för alla positiva heltal p̊a z. Vi ser allts̊a fr̊an
integralen ovan att Γ(1) = 1 h̊aller samt att Γ(z + 1) har samma upprepning
och är därmed en likhet för positiva alla heltal.

4.2 Analytisk fortsättning

Lemma 2 implicerar följande sats.

Sats 6. Funktionen Γ(z) som först är definierad för Re(z) > 0 har en analy-
tisk fortsättning till en meromorf funktion p̊a C där de enda singulariteterna

är enkla poler i negativa heltal z = −n. Residyn i z = −n ges av (−1)n

n! .
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Bevis. (Fr̊an [8]) För Re(z) > −1, definierar vi:

G1(z) =
Γ(z + 1)

z
.

Eftersom Γ(z + 1) är holomorf i Re(z) > −1, vi ser allts̊a att G1 är meromorf
i detta halvplan, men endast möjliga singulariteter är en enkel pol i z = 0.
Faktum är Γ(1) = 1 visar att G1 faktiskt har en enkel pol i z = 0 med residyn
1. Dessutom om Re(z) > 0, d̊a

G1(z) =
Γ(z + 1)

z
= Γ(z),

enligt lemma 2.
S̊a funktionen G1 utvidgar Γ till en meromorf funktion i p̊a det högra halv-
planet Re(z) > −1. Genom att nu definiera en meromorf funktion Gm

för Re(z) > −m som överensstämmer med Γ för Re(z) > 0. Allts̊a för
Re(z) > −m, där m ∈ Z och z ≥ 1 definierar vi:

Gm(z) =
Γ(m+ z)

(m+ z − 1)(m+ z − 2) · · · (z)
.

Vidare är ju funktionen Gm meromorf i omr̊adet Re(z) > −m och som har
enkla poler vid z = −m+ 1, . . . , 0 med residyer:

resz=−nGm(z) =
Γ(−n+m)

(m− 1− n)!(−1) · · · (−n)
=

(−n+m− 1)!

(−n+m+ 1)!(−1) · · · (−n)

=
(−1)n

n!

för alla m.
Med hjälp av att tillämpa lemma 2 successivt visar att Gm(z) = Gm−1(z) för
Re(z) > 0.
Med entydigheten menas detta Gm = Gk 1 ≤ k ≤ m p̊a definitionsmängden av
Gk. Allts̊a f̊ar vi den önskade fortsättningen av Γ.

Genom att använda lemma 2 och lösa ut Γ(z) i funktionalekvationen (6), s̊a
följer propositionen.

Proposition 2. För alla z /∈ −N gäller:

Γ(z) =
Γ(z + 1)

z
.

Nu kan vi plotta gammafunktionen (för b̊ade positiva och negativa reella x-
värden) i programmet mathematica.
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Figur 3: En mathematica plott av gammafunktion för reella värden p̊a x i
[− 5, 5].

Vi ser fr̊an figuren att det är poler i de negativa heltalen.

4.3 Produkt representation

Definitionen p̊a gammafunktionen ovan utg̊ar fr̊an en generaliserad integral.
Ett annat sätt att definiera gammafunktionen presenteras i Ahlfors [6], genom
en oändlig produkt.

Proposition 3. Den oändliga produkt representationen av sin(πz) ges av

sin(πz) = πz

∞∏
n=1

(1− z2

n2
).

Den fullständiga härledningen för produkten av sin(πz) finns i Ahlfors
[6][s196]. Vi noterar här att funktionen sin(πz) som en konvergerande produkt
har nollställen för alla heltal och är en enkel funktion med denna egenskap.
Denna funktion har de negativa heltalen som nollställen, och ges av följande
kanonisk produkt.

G(z) = lim
N→∞

N∏
n=1

(1 +
z

n
)e−z/n. (7)
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Funktionen är analytisk för alla z (”hel”) eftersom logG(z) ges av en absolut-
konvergent serie

logG(z) =

∞∑
n=1

log(1 +
z

n
)− z

n
.

Serien är konvergent eftersom taylorutveckling av log(1 + u) ger att termerna

log(1 +
z

n
)− z

n
är av ordning O

(
z2

n2

)
när n→ ∞.

Det är klart att G(−z) d̊a har positiva heltal som nollställen, genom en
jämförelse med produkt uttrycket (6) av sin(πz) finner vi:

zG(z)G(−z) = sin(πz)

π
. (8)

P̊a grund av sättet funktionen G(z) har blivit konstruerad bör den även ha
andra enkla egenskaper. Vi noterar att G(z − 1) har samma nollställe G(z)
och utöver det har ett nollställe i origo. S̊aledes gäller

G(z − 1) = zeγ(z)G(z),

där γ(z) är en hel funktion. För att nu bestämma γ(z) använder vi oss av den
logaritmiska derivatan p̊a vänsterledet och högerledet. Detta ger oss ekvatio-
nerna:

∞∑
n=1

(
1

z − 1 + n
− 1

n
) = γ′(z) +

1

z
+

∞∑
n=1

(
1

z + n
− 1

n
). (9)

Notera här att sista summan är 1 och därmed har ekvationen (9) reducerats
till γ′(z) = 0 Allts̊a är γ(z) en konstant vilket brukar betecknas som γ och
dessutom har G(z) den genererande egenskapen

G(z − 1) = eγzG(z).

L̊at
H(z) = G(z)eγ ,

vilket uppenbarligen satisfierar funktionalekvationen H(z − 1) = zH(z).
Värdet p̊a γ kan nu enkelt bestämmas genom insättning av z = 1 vilket ger
1 = G(0) = eγ och därmed fr̊an [6] f̊ar vi

eγ = lim
N→∞

N∏
n=1

(
1

n
+ 1)−1e1/n.

Genom att logaritmera b̊ade vänsterledet och högerledet, erh̊alls

γ = lim
N→∞

log

N∏
n=1

(
1

n
+ 1)−1e1/n = lim

N→∞

N∏
n=1

log((
1

n
+ 1)−1e1/n) =

lim
N→∞

N∏
n=1

log((
1

n
+ 1)e−1/n) =
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lim
N→∞

log(1 + 1)e−1 log(1 +
1

2
)−1e−2 · ... · (1 +N)e−(1+1/2+...+1/N).

Därmed kan vi skriva N :te partialprodukten p̊a formen:

lim
N→∞

(1 +N)e−(1+1/2+...+1/N),

och vi f̊ar

γ = lim
N→∞

(1 +
1

2
+ ...+

1

N
− log(N)).

Konstanten γ kallas för Eulers konstant och har värdet γ ≈ 0.57722.
Om funktionen H(z) satisfierar H(z − 1) = zH(z) och definierar Γ(z) = 1

zH(z)

s̊a kommer Γ att satisfiera funktionalekvationen

Γ(z + 1) = zΓ(z).

Det visar sig nämligen att ekvation (6) är väldigt användbar exempelvis för
evaluering av rationella värden för gammafunktionen.
V̊ar definition leder oss slutligen till följande uttryck.

Proposition 4. Följande produkt konvergerar för alla z ̸= −k, k ∈ N,

Γ(z) =
e−(γz)

z

∞∏
n=1

(1 +
z

n
)−1ez/n. (10)

Denna produkt-definition av Γ(z) är “faktiskt detsamma” som integral def-
initionen av Γ(z) fr̊an proposition (1). Detta är verkligen inte en självklarhet,
men uttryck (10) ger en alternativ definition av gammafunktionen. För att
visa likhet behöver man utföra en längre härledning som görs av Ahlfors i [6].
Vi utg̊ar framöver fr̊an att dessa tv̊a funktioner sammanfaller.

4.4 Egenskaper hos Γ(z)

Gammafunktionen har flera viktiga egenskaper.
För alla z /∈ Z

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sin(πz)
(11)

vilket visar symmetri kring linjen Re(z) = 1/2.
Observera att Γ(1 − z) fr̊an formel (11) har enkla poler för positiva heltal z =
1,2,..., s̊adan att Γ(z)Γ(1 − z) är en meromorf funktion p̊a C med enkla poler
för alla heltal. Denna egenskap delas även med

π

sin(πz)
.

För att visa att formel (11) h̊aller, räcker det att visa att den gäller för 0 <
z < 1 eftersom d̊a h̊aller det för alla z med analytisk fortsättning.
Speciellt s̊a f̊ar vi genom insättning z = 1

2 i formeln fr̊an uttryck 11:

Γ(1/2) =
√
π.
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Sats 7. Legendres dubbleringsformel ges av

√
πΓ(2z) = 22z−1Γ(z)Γ(z +

1

2
).

Bevis. För att bevisa denna sats kan vi först beräkna andraderivatan av
log Γ(z). Med (10) f̊ar vi uttrycket:

d2

dz2
(log Γ(z)) =

d

dz
(
Γ′(z)

Γ(z)
) =

∞∑
n=0

1

(n+ z)2
. (12)

Bland annat är det klart att Γ(2z) och Γ(z)Γ(z + 1
2 ) har samma poler. Genom

att använda (12) finner vi:

d

dz
(
Γ′(z + 1/2)

Γ(z + 1/2
) +

d

dz
(
Γ′(z)

Γ(z)
) =

∞∑
n=0

1

(n+ z + 1/2)2
+

∞∑
n=0

1

(n+ z)2
=

4(

∞∑
n=0

1

(2n+ 2z + 1)2
+

∞∑
n=0

1

(2n+ 2z)2
) = 4

∞∑
k=0

1

(k + 2z)2
= 2

d

dz
(
Γ′(2z)

Γ(2z)
).

Därmed med integrering s̊a erh̊aller vi följande:

Γ(z)Γ(z + 1/2) = ecz+dΓ(2z),

där c och d är konstanter som vi vill bestämma. Genom substitution z = 1
och z = 1

2 s̊a kan vi använda oss av de bekanta värdena: Γ(1) = 1, Γ( 12 ) =
√
π,

Γ(1 1
2 ) =

1
2

√
π, och Γ(2) = 1. Dessa värden leder oss till likheterna:

c+ d =
1

2
· log(π)− log(2), och

c

2
+ d =

1

2
· log(π). Därefter genom att lösa ut

c och d erh̊aller vi:

c = −2 log(π) och d =
1

2
· log(π) + log(2). Slutligen f̊ar vi resultatet:

√
πΓ(2z) = 22z−1Γ(z)Γ(z +

1

2
).

4.5 Gammafunktionens derivator

Vi kan definiera logaritmen av gammafunktionens derivata genom att härleda
uttrycket (10). Genom att ta logaritmen i b̊ade vänsterledet och högerledet
ger proposition (3) följande relation

− log(Γ(z)) = γz + log(z) +

∞∑
n=1

[ log(1 +
z

n
)− z

n
]. (13)

Fr̊an uttrycket (13) s̊a följer en definition om digammafunktionen.
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Digammafunktionen betecknas som ψ(z) och är definierad för n̊agot icke-
negativt heltal eller nollskilt tal av den logaritmiska derivatan av Γ(z), som
är:

ψ(z) =
d

dz
log(Γ(z)).

Vidare genom derivering av uttryck (13) f̊ar vi:

ψ(z) =
Γ′(z)

Γ(z)
= −γ − 1

z
+

∞∑
n=1

[
1

n
+

1

n+ z
] =

γ +

∞∑
n=1

[
1

n
− 1

n+ z − 1
] z /∈ −N, [1] (14)

och denna serie i högerledet kommer l̊angsamt konvergera när z är n̊agot icke
negativt heltal.
Vidare s̊a finns det en relation mellan n+1:te derivatan av logaritmen för
gammafunktionen och polygammafunktionen av ordning n genom följande
definition.
Polygammafunktionen av ordning n som definierar n+1:te derivatan av loga-
ritmen för gammafunktionen.

ψn(z) =
dn

dzn
ψ(z) =

dn+1

dzn+1
log(Γ(z)),

där ψ0(z) = ψ(z) är första ordningens derivata av polygammafunktionen.
När vi har tagit fram digammafunktionen s̊a kan vi nu även härleda polygam-
mafunktioner genom att derivera likheten flera g̊anger (14), s̊a följer:

ψ′(z) =
Γ′′(z)Γ(z)− (Γ′(z))2

(Γ(z))2
=

∞∑
n=0

1

(z + n− 1)2
,

ψ′′(z) = − 2

(z + n− 1)3
,

ψ(n)(z) =

∞∑
n=1

(−1)n+1n!

(z + n− 1)n+1
,

där ψ′(z), ψ′′(z), och ψ(n)(z) är “polygammafunktioner”.
Vi kan dessutom hitta derivata av gammafunktionen genom en sats som
säger.

Sats 8.

Γ′(z) =

∫ ∞

0

tz−1 ln(t)e−tdt,

där Γ′(z) betecknar derivatan av gammafunktionen med avseende p̊a z.
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Bevis. Enligt definitionen av gammafunktionen:

Γ′(z) =
d

dz

∫ ∞

0

tz−1e−tdt = .

Sedan genom att använda Leibnizs integral regel s̊a följer:∫ ∞

0

∂

∂z
tz−1e−tdt =

∫ ∞

0

tz−1 ln(t)e−tdt.

P̊a samma sätt kan vi tag fram andra derivatan av gammafunktionen vilket
ger oss:

Γ′′(z) =

∫ ∞

0

tz−1(ln(t))2e−tdt.

Dessutom kan vi även definiera n:te derivatan av gammafunktionen p̊a
följande sätt.

Definition 6. Γ(n)(z) =

∫ ∞

0

tz−1 · (ln(t))n · e−tdt, och när n = 0 har vi enligt

definitionen att Γ0(z) = Γ(z).

4.6 N̊agra speciella värden

Genom att lösa ut Γ(z) fr̊an ekvation (6) f̊ar vi:

Γ(z) =
Γ(z + 1)

z
,

där −1 < z < 0 och fr̊an detta f̊ar vi Γ(−1/2) = −2Γ(1/2) = −2
√
π. Allmänt

för x+ n > 0 och om n är ett nollskilt heltal gäller:

Γ(z+n) = (z+n− 1) ·Γ(z+n− 1) = ... = (z+n− 1) · (z+n− 2) · ... · (z) ·Γ(z)

vilket medför

Γ(z) =
Γ(z + n)

(z + n− 1) · (z + n− 2) · ... · (z)
.

Vi kan dessutom använda ekvation (6) för att f̊a fram n̊agra intressanta
värden p̊a gammafunktionen för rationella värden p̊a z [10]. Dessutom fr̊an
ekvation (6) har vi Γ(1/2) = π.
Ur funktionalekvationen i lemma 2 s̊a följer för alla m ∈ Z

Γ(m+
1

2
) =

1 · 3 · 5...(2m− 1)

2m
√
π,

Γ(m+
1

3
) =

1 · 4 · 7...(3m− 2)

3m
Γ(

1

3
),
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Γ(m+
1

4
) =

1 · 5 · 9...(4m− 3)

4m
Γ(

1

4
).

För negativa heltalsvärden p̊a m gäller istället:

Γ(−m+
1

2
) =

(−1)m2m

1 · 3 · 5...(2m− 1)

√
π.

5 Stirlings formel

5.1 Formulering av satsen

Stirlings formel ger en approximation av gammafunktionen för “stora” reella
värden p̊a z. Eftersom Stirlings formel hänger med ihop med Bernouillital, s̊a
kan vi förklara Bernoullitalen med hjälp av följande sats.

Sats 9. Bernouillitalen som betecknas Bk är en talföljd av rationella tal, och
är lika med 1,− 1

2 ,
1
6 , 0,−

1
30 , 0,

1
42 , 0,−

1
30 , 0,

5
66 , 0,−

691
2730 , där k = 0, 1, 2, . . ..

Bernoullitalen kan skrivas som en exponentiellt genererande funktion p̊a
följande sätt

x

ex − 1
=

∞∑
k=0

Bkx
k

k!
.

Sats 10. (Stirlings formel) säger att

log Γ(z) =
1

2
log(2π)− z + (z − 1

2
) log(z) + PN (z),

där

PN (z) =

N∑
k=1

(−1)k−1 · Bk

(2k − 1)2k
· 1

z2k−1

är en asymptotisk serie.
V̊art bevis av sats (10) är baserat p̊a framställningen i [6]. Vi utg̊ar fr̊an
formel (12) vilket är andraderivatan av log Γ(z), och vi vill kunna uttrycka
följande partialsummor:
1

z
+

1

(z − 1)2
+

1

(z − 2)2
+ . . .+

1

(z − n)2
som en kurvintegral. För att vi skall

lyckas med detta behövs en funktion med residyn
1

(z + u)2
med integral-

punkterna u, en lämplig funktion är Φ(δ) =
π cot(πδ)

(z + δ)2
. Där vi har att funk-

tionen är med avseende p̊a δ och z är en parameter, detta h̊aller för ett fixt
värde p̊a z = x + iy när x > 0. Därefter genom att vi använder residy-formeln
för en rektangel med de horisontella sidor a = ±Y och dess vertikala sidor lig-
ger p̊a δ = 0 och δ = 1

2 + n, med m̊alet att först l̊ata Y g̊a mot ∞ och sedan
n. Denna kontur som vi kallar för E passerar igenom en pol i 0. Men vi vet att
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formeln förblir satisfierad förutsatt att vi tag principalvärdet av integralen och
genom att inkludera hälften av residyn vid origo.
Genom att tillämpa residysatsen erh̊aller vi:

Pr.v.
1

2πi

∫
E

Φ(δ)dδ = − 1

2z2
+

n∑
u=0

1

(z + u)2
.

Här är Pr.v. principalvärdet. Ett principalvärde är ett värde valt vid en punkt
i domänen för en funktion med flera värden, valt s̊a att funktionen har ett en-
da värde vid punkten. P̊a de horisontella sidor av rektangeln s̊a konvergerar

cot(πδ) likformigt till ±i för Y → ∞. Eftersom vi har att faktorn
1

(z + δ)
g̊ar

mot 0, och motsvarande integral har gränsvärdet 0. Det vi f̊ar kvar är tv̊a in-
tegraler över oändliga vertikala linjer. P̊a vardera linje δ = 1

2 + n s̊a är cot(πδ)
begränsad, och p̊a grund av periodiciteten som begränsar är oberoende av n.
Den integral som är över linjen δ = 1

2 + n är allts̊a mindre än en konstant
multiplicerat med: ∫

δ= 1
2

da

|z + δ|2
.

Denna integral kan vi beräkna för linjen av integrering l = 1
2 + n− δ och vi f̊ar

med residyer följande:

1

i

∫
dδ

|δ + z|2
=

1

i

∫
dδ

(2n+ 1− δ + z̄)(δ + z)
=

2π

2n+ 1 + 2x
.

Vi har allts̊a att gränsvärdet för n → ∞ är 0. Slutligen, f̊ar vi principalvärdet
av integralen över den imaginära axeln fr̊an −i∞ till i∞ vilket kan skrivas p̊a
formen:

1

2

∫ ∞

0

cot(πia)[
1

(ai+ z)2
− 1

(ai− z)2
]da = −

∫ ∞

0

coth(πa)
2za

(a2 + z2)2
da.

Vidare vi behöver byta tecken i b̊ade vänsterledet och högerledet, d̊a f̊ar vi
följande formel:

d

dz
(
Γ′(z)

Γ(z)
) =

1

2z2
+

∫ ∞

0

coth(πa)
2za

(a2 + z2)2
da. (15)

Det är lämpligt att skriva

coth(πa) = 1 +
1

e2πa − 1
,

och vi noterar att integralen som erh̊alls fr̊an termen 1 har värdet 1
z . Vi kan

allts̊a skriva om (15) p̊a formen:

d

dz
(
Γ′(z)

Γ(z)
) =

1

2z2
+

1

z
+

∫ ∞

0

1

e2πa − 1
· 4az

(a2 + z2)2
da. (16)
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och notera nu att denna integral konvergerar väldigt starkt. Vidare för be-
gränsade z p̊a det högra halvplanet kan formeln (16) integreras, vilket ger:

Γ′(z)

Γ(z)
= − 1

2z
+ log z + C −

∫ ∞

0

1

e2πa − 1
· 2a

a2 + z2
da. (17)

Här noterar vi i formeln (17) att log z är en principalgren och C är en kon-
stant som följd av integrering. För att integrera sista termen i (17) behöver vi
först och främst utföra derivering av integraler (Leibniz integral regel), det-
ta kan vi göra eftersom integralen i (16) konvergerar likformigt när z är be-
gränsat för n̊agon kompakt mängd p̊a halv-planet x > 0. Vi vill integrera (17)
formeln en g̊ang till och detta kan åstadkommas om vi först utgör partiell in-
tegration p̊a integralen i (17), s̊a följer∫ ∞

0

1

e2πa − 1
· 2a

a2 + z2
da =

1

π

∫ ∞

0

z2 − a2

(a2 + z2)2
log(1− e−2πa)da, (18)

vi noterar här att logaritmen är reellt. Nu kan vi genomföra integrering med
avseende p̊a z, och vi f̊ar:

log Γ(z) = D + C ′z + (z − 1

2
) log z +

1

π

∫ ∞

0

log(
1

1− e−2πa
) · z

a2 + z2
da. (19)

Här är konstanten D en ny integrationskonstant och vi har bytt ut konstanten
C−1 med konstanten C ′ av bekvämlighetsskäl. Genom rätt val av C ′ s̊a f̊ar vi
grenen av log Γ(z) vilket är reellt för reella värden p̊a z. Nu vill vi bestämma
konstanterna C ′ och D. Vi m̊aste först studera beteendet av integralen (19),
vilket vi betecknar som

P (z) =
1

π

∫ ∞

0

log(
1

1− e−2πa
) · z

a2 + z2
da. (20)

Med hjälp av utvidgning i polen av 1
z för termen

z

a2 + z2

p̊a följande sätt.
z

a2 + z2
=

1

z
· 1

1 + (a/z)2
.

Vi vet sedan tidigare att följande likhet gäller:

1

1− t
=

∞∑
k=0

tk,

vilket konvergerar när |t| < 1. Med variabelbytet t = a
z , s̊a följer

1

1 + (a/z)2
=

1

1 + t2
.
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Därefter med variabelbytet
{
u = t2

}
vilket implicerar likheterna.

1

1 + t2
=

1

1 + u
=

∞∑
k=0

(−u)k =

∞∑
k=0

(−t2)k =

∞∑
k=0

(−a/z)2k.

Insättning av detta i P (z) f̊ar vi.

P (z) =
1

π

∫ ∞

0

log(
1

1− e−2πa
)
1

z

∞∑
k=0

(−a)2k

z2k
da =

∞∑
k=0

1

π
(−1)k · 1

z2k+1

∫ ∞

0

a2k log(
1

1− e−2πa
)da.

Det är klart i formeln (20) att P (z) → 0 för x → ∞ vilket ger att z förblir
borta fr̊an den imaginära axeln. Antag att z är p̊a det högra halvplanet x ≥
k > 0. Därefter genom att dela upp integralen i tv delar s̊a skriver vi:

P (z) =

∫ |z|
2

0

+

∫ ∞

|z|
2

= P1 + P2.

I första integralen P1 har vi att:

|a2 + z2| ≥ |z|2 − |z
2
|2 =

3

4
|z|2,

och därmed

|P1| ≤
4

3π|z|

∫ ∞

0

log(
1

1− e−2πa
)da.

Sedan i andra integralen P2 s̊a f̊ar vi:

|a2 + z2| = |z + ai| · |z − ai| > k|z|,

och finner

|P2| <
1

πk

∫ ∞

|z|
2

log(
1

1− e−2πa
)da.

Eftersom det är klart att |z|
2 integralen av log(1 − e−2πa) är konvergent och vi

sammanfattar detta med att P1 och P2 g̊ar mot 0 när z → ∞. Värdet av D
kan bestämmas genom att substituera formel (20) med funktional ekvationen
Γ(z + 1) = zΓ(z) eller log Γ(z + 1) = log(z) + log Γ(z). Om vi begränsar z till
positiva värden finns det ingen tvekan om logaritmens gren. Med substitution
ger oss följande: C ′ +Dz +D+ (z + 1

2 ) log(z + 1) + P (z + 1) = C ′ +Dz + (z +
1
2 ) log z + P (z), vilket vi kan reducera till

C = −(z +
1

2
) log(1 +

1

z
) + P (z)− P (z + 1).

Genom att l̊ata z → ∞ s̊a finner vi att konstanten C = −1.
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Därefter tillämpar vi uttryck (19) p̊a ekvationen: Γ(z)Γ(1 − z) =
π

sin(πz)
, där

vi väljer z = 1
2 + yi och vi f̊ar följande ekvation:

2C ′+yi log(
1

2
+yi)−yi log(1

2
−yi)+P (1

2
+yi)+P (

1

2
−yi) = log π− log coshπy.

Denna ekvation där logaritmerna har sina principalvärden, har tills nu endast
bevisat upp till en multipel konstant av 2πi. Men för y = 0 är ekvationen
satisfierad eftersom (19) bestämmer det reella värdet av log Γ( 12 ). Allts̊a h̊aller
ekvationen för alla y. När y → ∞ s̊a är det känt att P ( 12 + yi) och P ( 12 − yi)
g̊ar mot 0. Genom att utveckla logaritmen i en taylorserie s̊a finner vi

yi log(
1
2 + yi
1
2 − yi

) = yi(πi+ log(
1 + 1

2yi

1− 1
2yi

)) = πy + 1 + ρ1(y),

medan termerna i högerledet:

log coshπy = πy − log 2 + ρ2(y).

Här noterar vi att ρ1(y) och ρ2(y) g̊ar mot 0. Dessa antaganden h̊aller för
värdet C ′ = 1

2 log 2π. Vi har allts̊a bevisat Stirlings formel p̊a följande form:

log Γ(z) =
1

2
log 2π − z + (z − 1

2
) log z + P (z), (21)

eller motsvarande
Γ(z) =

√
2πzz−

1
2 e−zeP (z). (22)

Här förblir representationen (20) satisfierad p̊a det högra halvplanet. Vi vet
att P (z) g̊ar mot 0 för z → ∞ p̊a halvplanet x ≥ k > 0. I uttrycket för P (z)
kan vi utveckla i potenser av 1

z , och vi f̊ar:

P (z) =
C1

z
+
C2

z3
+ ...+

Ck

z2k−1
+ Pk(z)

med Ck = (−1)k−1 1

π

∫ ∞

0

a2k−2 log
1

1− e−2πa
da, och

Pk(z) =
(−1)k

z2k+1

1

π

∫ ∞

0

a2k

1 + (a/z)2
log(

1

1− e−2πa
)da.

Koefficienterna Ck är relaterad till Bernoullitalen p̊a följande sätt

Ck = (−1)k−1 Bk

(2k − 1)2k
.

Ett faktiskt bevis kan hittas i [6, sida 205].
Därmed är P (z) serieutveckling p̊a formen:

P (z) =
B1

1 · 2
· 1
z
− B2

3 · 4
· 1

z3
+ ...+ (−1)k−1 · Bk

(2k − 1)2k
· 1

z2k−1
+ Jk(z) (23)
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En viktigt observation är att P (z) inte är definierat p̊a omgivningen av ∞,
och därmed inte heller en Laurent serieutveckling. Dessutom om k → ∞, s̊a
konvergerar inte serien (23).
Vidare fr̊an sats 10 följer ett korollarium.

Korollarium 1.
Γ(x) ∼

√
2πx · xx−1e−x, x >> 0.

Bevis. Med sats 10 för stora värden p̊a x har vi relationen

lim
x→∞

log Γ(x) = lim
x→∞

1

2
log 2π − x+ (x− 1

2
) log x.

Vi observerar här att resttermen P (z) → 0 när lim
x→∞

. Av detta s̊a följer likhe-

ten
lim
x→∞

log Γ(x) = lim
x→∞

log(2π)1/2 − log(ex) + log(xx+1/2).

Vidare i beviset s̊a f̊ar vi:

lim
x→∞

log Γ(x) = lim
x→∞

log(2π)1/2 − log(ex) + log(x)x−1 + log(x)1/2.

Om vi samlar ihop termerna i högerledet som en gemensam term, s̊a följer.

lim
x→∞

log Γ(x) = lim
x→∞

log(
√
2πxxx−1e−x).

Därefter med av logaritmering av vänsterledet och högerledet, f̊ar vi

lim
x→∞

Γ(x) = lim
x→∞

√
2πxxx−1e−x.

Slutligen f̊ar vi resultatet

lim
x→∞

Γ(x)√
2πxxx−1e−x

= lim
x→∞

1 = 1.

6 Exakta värden p̊a gammafunktionen och
närmevärden för stora värden p̊a x

I detta avsnitt ska vi evaluera stora värden p̊a x, för det exakta värdet för lo-
garitmen av gammafunktionen och dessutom göra en uppskattning det exakta
värden med Stirlings approximation.
Vi börjar med att plotta log Γ(z) och Stirlings approximation när k = 0.
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Figur 4: Figuren visar i det komplexa talplanet hur gul kurva är Stirlings
approximation och bl̊a kurva är log Γ(x) funktionen.

Vi observerar fr̊an figuren hur skillnaden mellan funktionsvärdet p̊a log Γ(x)
och Stirlings approximation minskar när värdet p̊a x blir större.
Vi vill betrakta om s̊a är fallet för större värden p̊a x än 1 (allts̊a för till ex-
empel x ≥ 5). Vi vill beräkna funktionsvärden när x = 5, 10, 15, 20, 25, 30,
35, 40, 45, och 50. För varje funktionsvärde p̊a x beräknar vi Stirlings for-
mel när k = 0,1, och 2, och det exakta värdet av log Γ(x). Samt felfunktionen
Ek(x) = log Γ(x)− Stirlings formel för k = 0,1, och 2, och relativa felet

Rk(x) =
Ek(x)

log Γ(x)
.

I första tabellen beräknas för k = 0. Vilket ger oss följande tabell.

Tabell 1
x log Γ(x) Stirlings for-

mel (k = 0)
felfunktionen
E0(x)

relativa felet
R0(x)

5 3.17805 3.16141 0.016643 0.0052371
10 12.8018 12.7935 0.0083305 0.00065073
15 25.1912 25.1857 0.00555473 0.000220503
20 39.3399 39.3357 0.00416632 0.000105906
25 54.7847 54.7814 0.00333316 0.000060841
30 71.257 71.2543 0.0027776 0.000038981
35 88.5808 88.5784 0.00238089 0.000026878
40 106.632 106.63 0.002083 0.000019534
45 125.317 125.315 0.00185182 0.000014777
50 144.566 144.564 0.000166664 0.000011528
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Vi observerar fr̊an tabell 1 att för större x blir felfunktionen E(x) och det re-
lativa felet betydligt lägre. Redan när x = 5 avviker närmevärdet endast med
ungefär 0.5%, s̊a redan vid k = 0 är approximationen för logaritmen av gam-
mafunktionen bra. Nu vi vill undersöka om antalet termer i Stirlings-formel
har n̊agon stor betydelse p̊a hur bra precision approximationen har. Genom
att betrakta när k = 1, s̊a följer tabellen.

Tabell 2
x log Γ(x) Stirlings for-

mel (k = 1)
felfunktionen
E1(x)

relativa felet
R1(x)

5 3.17805 3.17808 -0,000021975 −6.914 ·10−6

10 12.8018 12.8018 −2.769 ·10−6 −2.163 ·10−7

15 25.1912 25.1912 −8.22 · 10−7 −3.263 ·10−8

20 39.3399 39.3399 −3.469 ·10−7 −8.819 ·10−9

25 54.7847 54.7847 −1.776 ·10−7 −3.243 ·10−9

30 71.257 71.257 −1.028 ·10−7 −1.443 ·10−9

35 88.5808 88.5808 −6.477 ·10−8 −7.31 · 10−10

40 106.632 106.632 −4.339 ·10−8 −4.06 · 10−10

45 125.317 125.317 −3.047 ·10−8 −2.43 · 10−10

50 144.566 144.566 −2.221 ·10−8 −1.53 · 10−10

Vi ser fr̊an tabell 2 att värdena har samma mönster i tabell 1, det vill säga
att felfunktionen E(x) och det relativa felet avtar för större värden p̊a x.
Även om vi ser fr̊an tabell 2, hur approximationen blir bättre än i tabell 1.
Notera även hur felfunktionen blir ett negativt värde, vilket beror p̊a att vi
har E(x) = log Γ(x) - Stirlings formel (när k=1) och för att vi har lagt termen
i 1

12x i Stirlings formel. Óm vi nu lägger till ytterligare en term till Stirlings
formel (det vill säga när k = 2), och använder samma värden p̊a x och para-
metrar s̊a följer tabellen.

Tabell 3
x log Γ(x) Stirlings for-

mel (k = 2)
felfunktionen
E2(x)

relativa felet
R2(x)

5 3.17805 3.17805 2.467 · 10−7 7.764 · 10−8

10 12.8018 12.8018 7.877 · 10−9 6.153 · 10−10

15 25.1912 25.1912 1.041 · 10−9 4.13 · 10−11

20 39.3399 39.3399 2.47 · 10−10 6.29 · 10−12

25 54.7847 54.7847 8.11 · 10−11 1.48 · 10−12

30 71.257 71.257 3.26 · 10−11 4.58 · 10−9

35 88.5808 88.5808 1.51 · 10−11 1.70 · 10−13

40 106.632 106.632 7.75 · 10−12 7.27 · 10−14

45 125.317 125.317 4.32 · 10−12 3.44 · 10−14

50 144.566 144.566 2.55 · 10−12 3.44 · 10−14

Genom att betrakta felfunktionen fr̊an tabell 3 har vi 6 decimalers korrekt-
het redan för x = 5, vilket är en stor skillnad jämfört med tabell 1. Eftersom
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tabell 1 inte ens uppn̊ar 6 decimalers korrekthet när värdet p̊a x = 50. En vik-
tig observation är att vi ser en större differens mellan det största och minsta
värdet i tabell 1, än mellan tabell 1 och tabell 3 för samma värde p̊a x. Allts̊a
är stora värden p̊a x viktigare än att ha med fler termer för att f̊a en bättre
approximation för log Γ(x).
För att visa att denna observation verkligen stämmer kan vi plotta felfunktio-
nerna i de tre tabeller tillsammans i programmet mathematica p̊a intervallet
x ∈ (0, 50].

Figur 5: Figuren visar i det komplexa talplanet tre kurvor för felfunktionen av
log Γ. Den bl̊aa kurvan när Stirlings serie är k = 0, gula kurvan när k = 1 för
Stirlings serie, och den gröna kurvan motsvarar när k = 2.

Vi noterar här för stora x närmar sig felfunktionerna för k = 0, k = 1, och
k = 2 varandra. Dessutom för sm̊a värden p̊a x (det vill säga för x = 2),
s̊a ser vi hur felfunktionen k = 1 och k = 2 sammanfaller. Allts̊a tycks ej
antalet termer i Stirlings formel efter k = 1 göra n̊agon större skillnad p̊a
approximationen. Vilket dessutom gäller när x inte är speciellt stor (det vill
säga när 0 < x < 5).
Vi kan även plotta det relativa felet Rk(x) för k = 0, 1, 2 p̊a intervallet
x ∈ (0, 50].
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Figur 6: Figuren i det komplexa talplanet visar det relativa felet p̊a Stirlings
formel.

Här är bl̊a kurva Stirlings serie när k = 0, gul kurva när k = 1 för Stirlings
serie, samt grön kurva som motsvarar när k = 2 för Stirlings serie.
Vi ser fr̊an figur (6) att för stora x sammanfaller dessa 3 kurvor, och det re-
lativa felet g̊ar mot 0. Kurvorna för Stirlings formel när k = 1 och k = 2
sammanfaller redan vid x = 8.

Slutligen vill vi även plotta och se hur det relativa felet som en funktion av
antalet medtagna termer när vi har ett fixt x-värde. I mathematica plotten
nedan kommer vi fixera x = 10, x = 20, och x = 30. Vi kommer plotta fr̊an
k = 0 termer formel för det relativa felet (Rk(x)) till k = 300.
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Figur 7: P̊a y-axeln har vi det relativa felet och x-axeln är antalet k termer för
Stirlings formel.

För x = 10 är ungefär 60 termer den bästa approximationen, x = 20 är det
bäst att ha med 125 termer, och x = 30 lönar det att ta med 200 termer. En
intressant observation är att för stora antal termer (k ≥ 300) blir approxima-
tionen inte bättre, utan faktiskt betydligt sämre. Detta beror p̊a att Stirlings
approximation divergerar om man ej fixerar antalet termer. Anledningen till
detta är för att Stirlings approximation har en asymptotisk serieutveckling.
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